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本 书 共 分 八 章 ,介绍 了 二 次 量子 化 ,相对论 量子 理论 方程 、 角 动量 ,动力 
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学 阶段 的 量子 力学 之 间 的 关系 颇 似 理论 物理 之 于 普通 物理 . 高 等 量子 力学 
课程 的 讲解 应 着 重 于 从 原理 出 发 进行 演绎 的 推理 ,因此 本 书 力求 做 到 全 书 
内 容 相互 呼应 . 本 书 还 增加 了 一 些 新 内 容 及 新 的 讲解 方法 ,例如 角 动 量 一 章 
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就 是 用 角 动 量 的 玻 色 化 理论 进行 讲解 . 
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二 十 世纪 八 九 十 年 代 中 国 科技 大 学 物理 系 的 夏 上 达 教 授 给 高 能 物理 专业 以 外 
的 物理 类 研究 生 讲授 量子 力学 课程 . 在 这 段 时 间 里 当 他 不 在 学 校 时 我 代为 讲授 . 在 
几 次 讲授 过 程 中 我 深切 地 感到 他 对 这 一 课程 的 选材 很 适合 这 些 研究 生 的 学 习 要 求 
和 今后 科研 工作 的 需要 ,但 同时 也 感到 在 此 基础 上 撰写 一 本 相应 教材 的 迫切 性 

高 等 量子 力学 是 物理 类 研究 生 的 必修 专业 基础 理论 课程 . 它 既 是 基础 理论 知 
识 的 扩展 和 提升 ,又 是 从 基础 理论 到 研究 前 沿 的 中 间 桥 梁 . 因此 ,这 一 课程 既 要 对 
固有 的 基础 理论 作 更 深入 的 讨论 和 讲解 ,又 需要 注意 培养 学 生 提出 问题 和 解决 问 
题 的 能 力 . 这 就 要 求 在 高 等 量子 力学 的 教科 书 中 一 方面 要 有 固有 的 理论 体系 , 另 一 
方面 又 要 包含 量子 理论 的 最 新 进展 ,让 学 生 们 认识 到 量子 理论 远 非 完备 ,还 有 继续 
发 展 的 空间 . 本 书 将 努力 把 这 两 部 分 内 容 有 机 地 融合 在 一 起 ,明确 强调 量子 理论 继 
续 发 展 的 前 景 . 

按照 以 上 的 撰写 目的 ,作者 在 书 中 力求 把 所 有 的 内 容 组 织 成 一 个 系统 的 并 具 
有 一 定 特点 的 理论 体系 一 一 这 本 来 就 是 高 等 量子 力学 这 门 课程 应 该 追求 的 一 个 目 
Ж. 一 般 地 ,高 能 物理 和 粒子 理论 专业 以 外 的 研究 生 在 学 习 了 高 等 量子 力学 课程 
后 , 若 再 掌握 一 些 本 研究 领域 的 相关 知识 , 便 可 直接 着 手 他 们 的 研究 课题 了 . 本 书 
中 作者 尽量 以 探讨 的 方式 来 进行 讲解 ,希望 能 帮助 读者 从 高 等 量子 力学 的 学 习 中 
领悟 出 可 以 借鉴 的 思路 用 于 他 们 各 自 的 研究 工作 . 

实际 上 ,其 他 领域 里 的 研究 工作 中 也 有 不 少 成 果 及 结论 可 以 为 高 等 量子 力学 
课程 增添 新 的 内 容 . 另 一 方面 ,前 沿 研究 的 发 展 也 要 求 在 高 等 量子 力学 教程 中 增加 
一 些 全 新 的 内 容 .作者 努力 在 本 书 中 体现 这 样 的 精神 . 

在 本 书 的 准备 过 程 中 ,西南 科技 大 学 的 任 学 藻 教 授 提供 了 许多 有 力 的 帮助 ; 作 
者 和 西南 科技 大 学 理学 院 的 老师 们 作 过 不 少 交流 和 讨论 ,从 中 得 到 许多 有 益 的 建 
议 , 在 此 向 他 们 表示 囊 心 的 感谢 . 本 书 成 稿 后 , 承 中 国 科学 院 物理 研究 所 的 曹 则 贤 
研究 员 作 了 全 面 系 统 的 校订 科技 大 学 出 版 社 的 肖 向 兵 编辑 和 科学 出 版 社 的 
钱 俊 编辑 在 本 书 的 编辑 过 程 中 付出 了 很 多 劳动 ,在 此 一 并 致谢 . 


汪 克 林 
2011 年 于 合肥 
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1.1 量子 力学 简短 回顾 


ШИШ: 


一 个 宏观 粒子 在 某 一 时 刻 的 运动 状态 由 它 的 位 置 和 动量 所 确定 . 它 的 瞬时 运 
动 状态 对 应 于 相 空间 (动量 及 位 置 组 成 的 多 维 空间 ) 中 的 一 个 确定 的 点 , 不 同 的 运 
动 状态 对 应 于 相 空间 中 不 同 的 点 ,相互 间 没 有 任何 关联 . 但 微观 粒子 的 运动 状态 却 
不 同 ,其 每 一 个 确定 的 状态 可 以 分 解 成 若干 别 的 运动 状态 ;或 者 反 过 来 说 ,任何 若 
干 个 运动 状态 的 某 种 线性 登 加 一 定 还 是 微观 粒子 的 一 个 确定 的 状态 一 一 这 就 是 微 
观 粒子 运动 状态 之 登 加 原理 的 含义 . 
如 果 我 们 用 Dirac 引进 的 右 矢 1A) 来 表示 微观 粒子 的 某 一 确定 的 运动 状态 ,其 
中 的 A 用 以 标志 不 同 的 参数 ,那么 态 肥 加 原理 可 以 表示 为 
ІА = УС, 1 aD 


JEP D RRI |A) RERE RA. 与 经 典 情形 不 同 ,微观 状态 和 几何 空间 
中 的 矢量 相似 , 在 几何 空间 中 每 一 矢量 总 可 以 看 做 若干 个 线性 无 关 的 矢量 的 合成 . 
因此 ,在 量子 力学 中 我 们 也 把 运动 状态 称 作 态 矢 . 

描述 状态 的 态 矢 除了 用 右 矢 表示 外 ,一 般 的 量子 力学 书 中 常用 看 起 来 更 为 具 
体 的 波 函 数 Ср) 来 描写 状态 . 波 函 数 的 复 共 办 e 记 作 p° Cr), EHE Dirac 的 表述 形式 


а С. 用 波 函数 表示 的 两 状态 间 的 内 积 是 | 从 (Crya(r)dr, 而 用 Dirac 符 
号 表示 则 为 (A | B). 一 般 地 ,内 积 是 一 个 复数 . 
112 物理 观测 量 和 算 符 

和 经 典 力学 相 比 ,量子 力学 另 一 个 显著 的 不 同 点 是 :在 经 典 力学 中 当 粒 子 的 状 
态 确定 后 ,所 有 的 可 观测 的 物理 量 就 相应 地 确定 了 ,而 在 量子 力学 中 单独 由 态 矢 是 
无 法 确定 系统 的 可 观测 物理 量 的 . 它 的 理论 体系 中 还 需要 另 一 要 素 , 即 代表 某 一 物 


理 量 的 相应 算 符 ,该 物 理 量 的 期 待 值 由 系统 的 状态 | Ау сро) 及 算 符 6 按 下 式 
给 出 


а= (Аа A а fy сафда 4.1.9) 


"2. 高 等 量子 力学 


物理 量 的 算 符 应 具有 以 下 的 性 质 :第 一 ,系统 的 态 矢 在 它 的 作用 下 一 定 转变 成 
态 矢 空间 (Hilbert 空间 ) 中 的 另 一 态 矢 ;第 二 , 由 于 态 登 加 原理 , 它 一 定 是 线性 算 
符 . 即 
a{l A) +| B>}= å | A) +å | B) 
ålc | A)}= câl A) 
ВИ Ж.Ш ЖАЗ а IERA ,其 定义 是 对 任意 的 两 
ER A), ІВ) Йа ЗЕН а" 与 之 间 有 以 下 的 关系 
(B| t| A) = СА |â | В)" а.1.4) 
ОР! ДОКЕМ ЗК. ЖЯ Т ЭКЕН: а ВИПАД И а 的 
另 一 重要 性 质 , 即 它 必须 是 厄 米 的 


а.1.з› 


& 4.1.5) 
因为 只 有 这 样 才 会 有 
‹А|&@|А) =A lâl A а.1.6› 


即 算 符 的 本 征 值 ,或 者 相应 的 物理 观测 量 , 是 实数 . 
1.1.3 测量 原理 及 物理 量 之 间 的 相 容 性 


由 于 物理 量 的 算 符 是 龙 米 算 符 , 易 证 它 的 本 征 态 矢 对 应 的 本 征 值 为 实数 , 即 
如 果 

ар = 1 а. 

则 它 的 本 征 值 一定 是 实 的 , 且 对 应 于 不 同 本 征 值 的 本 征 态 矢 之 间 一 定 是 正 交 的 

15) =0 бр) 4.1.8) 

Р ЈЕВ Е VER]: Са ШЖ АЬР АОИ а 的 某 一 本 征 

BERI p) 中 , 则 对 该 物理 量 的 测量 一 定 给 出 确定 值 3;(b) 如 果 系 统 处 于 一 个 一 般 

WER | A) 中 , 则 根据 态 登 加 原理 及 厄 米 算 符 本 征 态 矢 集 的 完备 性 ,可 知 | A) 总 
可 以 由 本 征 态 矢 集合 {| 0 展开 

14) = Daly 4.1.9) 


这 时 对 |A) 态 作对 物理 量 а 的 测量 ,每 一 次 测量 将 给 出 某 一 个 本 征 值 ,但 每 次 的 
测量 都 无 法 预期 出 现 的 是 哪 一 个 т, 值 . 在 多 次 测量 后 ,统计 出 现 的 几率 将 正比 
Fial’. 于 是 对 1A) 而 言 ,物理 量 a 的 期 待 值 就 是 多 次 测量 后 的 平均 值 
а= Dl/Dlol 4.1.10) 
а. 9) 式 表示 的 任意 状态 可 用 菜 一 物理 算 符 & 的 本 征 态 失 量 展开 的 这 一 к 
质 同样 也 适用 于 将 |A) 用 另 一 物理 量 算 符 的 本 征 态 矢 集 展 开 . 将 一 个 状态 用 不 同 
物理 量 算 符 的 本 征 态 矢 集 展开 ,叫做 取 不 同 的 表象 . 这 和 几何 中 选择 不 同 的 线性 无 
关 的 基 矢 来 描写 矢量 的 情形 可 相 类 比 . 


第 1 章 二 次 量子 化 3. 


ЖИНЕЛ 5) — УНЕО ЧЕ ОАЕ а 是 否 具有 共同 本 征 态 的 
问题 . 如 果 有 ,其 含义 就 是 说 存在 一 组 本 征 态 矢 {| 让 ) , 它 有 如 下 的 性 质 
1D=X lD 
BIlD=%1D 
如 果 没 有 , 则 分 别 存在 两 组 不 同 的 {1%)} 及 {|X,)} ,使 
41р = 1) 
ÈI X) = хх 
如 为 前 者 则 称 物理 量 算 符 5 及 相 容 ,如 为 后 者 则 称 此 两 个 算 符 不 相 容 . 更 仔细 一 
点 说 ,如 6 请 相 容 , 则 它们 有 共同 的 本 征 态 矢 集 . 对 这 些 态 进行 物理 量 5 和 的 测 
量 会 同时 给 出 确定 值 . 如 两 者 不 相 容 , 存 在 两 组 不 同 的 本 征 态 矢 集 , 则 对 一 个 物理 
量 能 给 出 确定 值 的 状态 ,对 另 一 物理 量 就 不 能 ,而 只 能 得 出 各 种 本 征 值 按 一 定 几率 
的 分 布 . 
物理 量 算 符 间 的 相 容 性 本 征地 体现 在 相应 算 符 的 对 易 关 系 上 : 即 如 两 算 符 对 
易 则 它们 是 相 容 的 . 不 相 容 的 两 物理 量 算 符 之 间 的 对 易 子 决定 了 在 任意 物理 态 矢 
中 对 两 物理 量 进行 测量 时 的 不 确定 性 关系 . 这 就 是 所 谓 的 海 森 保 测 不 准 关系 


1.1.4 动力 学 


经 典 力学 中 决定 系统 随时 间 演 化 的 方程 是 牛顿 方程 ,而 在 量子 力学 中 决定 系 

统 态 矢 随时 间 演 化 的 方程 是 莅 定 户 方 程 

iia 10 = |0 (1.1.13) 
其 中 广 是 系统 的 哈密 顿 算 符 . 如 Н 不 显 含 :, 则 它 就 是 保守 体系 的 能 量 算 符 ; 如 Н 
显 含 +, 则 物理 系统 是 非 保守 体系 , 算 符 方便 不 是 守恒 的 能 量 算 符 . 

描述 系统 随时 间 的 演化 规律 除了 用 算 符 不 随 t 改变 而 系统 的 态 矢 随 + 变化 的 
醇 定 坦 图像 之 外 ,也 可 用 态 矢 不 随 + 改变 而 算 符 随 : 变化 的 海 森 堡 图 像 

对 于 (1. 1. 13) 式 的 醉 定 户 方 程 ,除了 有 限 的 若干 个 特殊 系统 能 求 出 严格 的 解 
析 解 外 ,一 般 系统 的 求解 是 困难 的 . 因此 在 量子 力学 的 理论 发 展 中 ,近似 求解 的 方 
法 也 是 它 的 一 个 主要 内 容 , 如 微 扰 论 、 变 分 法 及 W. К. В 方法 等 . 随 着 计算 机 技术 
的 进展 , 纯 数 值 的 解法 也 得 到 了 普遍 的 应 用 . 

在 量子 理论 中 描述 微观 粒子 的 动力 学 行为 和 经 典 力学 中 对 宏观 物体 的 动力 学 
行为 的 描述 存在 一 个 根本 性 的 区 别 . 对 于 宏观 的 物体 ,由 于 在 演化 过 程 的 任 一 时 刻 
它 都 有 确定 的 位 置 及 确定 的 动量 ,而 后 者 决定 了 它 在 下 一 时 刻 的 运动 速率 和 方向 ， 
因此 宏观 物体 的 动力 学 行为 是 沿 着 一 根 确定 的 轨道 在 运动 . 然而 在 量子 理论 中 , 微 
观 粒子 的 位 置 及 动量 恰巧 是 一 对 不 相 容 的 , 共 恩 的 物理 量 , 在 演化 过 程 中 的 每 一 时 


(11D 


4.1.12) 
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刻 它 的 位 置 及 动量 都 不 能 同时 确定 . 所 以 微观 粒子 的 动力 学 行为 是 谈 不 上 具有 轨 
道 的 概念 的 . 

宏观 物体 的 运动 具有 确切 的 轨道 ,而 微观 粒子 的 演化 不 具有 确定 轨道 ,这 样 的 
一 个 宏观 力学 规律 及 微观 量子 理论 间 截 然 不 同 的 特点 启发 我 们 必须 讨论 一 下 这 样 
的 情形 和 所 谓 的 对 应 原理 是 否 矛 盾 . 对 应 原理 认为 宏观 力学 规律 应 当 被 看 做 是 在 
一 定 条 件 下 量子 理论 的 近似 . 如 果 考 虑 到 宏观 物体 的 运动 是 沿 确定 轨道 进行 ,而 微 
观 粒子 的 演化 毫 无 轨道 可 言 , 也 许 会 问 这 截然 不 同 的 两 种 情况 如 何 能 在 一 定 条 件 
下 发 生 从 量子 到 经 典 的 过 渡 , 这 个 问题 在 后 面 讨论 路 径 积分 时 会 得 到 详细 的 解答 ， 
这 里 先 粗 略 地 谈 一 下 . 在 路 径 积分 中 微观 粒子 从 初始 状态 演化 到 末 态 毫 无 轨道 可 
言 ,不 过 这 也 可 换 成 另 一 个 说 法 , 即 可 以 看 做 是 经 过 无 数 多 个 不 同 的 路 径 从 初 态 发 
展 到 末 态 ,而 这 无 穷 多 个 不 同 的 路 径 的 出 现 具有 不 同 的 几率 . 当 粒 子 的 质量 越 来 越 
大 时 ,不 同 路 径 具有 的 几率 差异 越 大 ; 当 粒子 接近 于 宏观 物体 的 尺寸 时 在 无 穷 多 个 
路 径 中 只 有 围绕 经 典 轨道 邻 域 的 那些 路 径 才 有 显著 的 几率 ,而 远离 经 典 轨道 的 路 
径 的 几率 都 趋 于 零 . 这 样 ,关于 宏观 物体 体系 的 量子 理论 就 会 过 渡 到 具有 确定 轨道 
的 经 典 理论 . 


1.2 多 粒子 体系 


1.2.1 多 粒子 体系 的 态 矢 


在 第 一 节 中 我 们 简短 回顾 了 量子 力学 中 有 关 的 单 粒 子 系统 的 内 容 . 量子 理论 
中 也 讨论 全 同 的 多 粒子 体系 . 在 单 粒 子 体系 中 为 了 描述 态 矢 , 需 先 确定 一 个 表象 ， 
即 选择 某 一 个 物理 量 算 符 的 本 征 态 矢 集 {| a)) 作为 基态 矢 ,然后 将 任 一 态 矢 用 这 
一 组 基态 矢 来 展开 . 因此 对 于 N 个 全 同 粒子 体系 一 开始 自然 会 选择 如 下 的 归 一 正 
交 基 矢 集 来 作 多 粒子 体系 的 基态 矢 集 . 
lasas) =| а) O| a) O = Ol ax) а.2.1› 
这 种 归 一 正 交 基态 矢 对 应 的 波 函数 就 是 这 种 基态 矢 在 位 置 表象 中 的 展开 表示 
беу Ts) = (лгу | аам) 
= (т (O ir (QO (т DU а) а) OOl ам)) 
= gu ri) ge С) ра Cry) (1.2.2) 
这 种 基 的 内 积 可 表述 为 
Caiman | ahasan) = баз | а) аз | а2)---бах |ak》 (1.2.3) 
不 过 这 样 做 还 没有 考虑 到 全 同 粒子 系 应 当 遵守 的 全 同性 原理 . 为 了 满足 该 原理 ,对 
于 整数 自 旋 的 玻 色 子 体系 ,要 求 波 函数 是 全 对 称 的 ,对 于 非 整 数 自 旋 的 费 米 子 体 
系 ,要 求 波 函 数 是 全 反 称 的 . 为 此 ,需要 对 (1. 2. 1) 式 中 引入 的 基 矢 集 作 适当 的 改 
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造 , 如 将 已 标记 为 如 下 的 置换 
(p2p, N) e CPi „Pases Pr) 
则 满足 全 同性 原理 的 波 函数 应 有 如 下 的 性 质 
Prr, sre, rey) = Оттоп) (1.2.4) 
其 中 的 因子 名 ,对 玻 色 子 体系 来 讲 
w=1 (1.2.5) 
对 费 米子 体系 


p= +1 偶 置 换 

一 1 奇 置换 

显然 前 面 引入 的 N 粒子 体系 的 波 函 数 , 即 由 单 粒 子 系 的 Hilbert 空间 直 乘 生 成 的 

N 粒子 体系 的 Hw 空间 的 态 矢 并 不 满足 全 同性 原理 的 要 求 ,为 了 使 物理 的 态 矢 成 

为 全 对 称 子 空间 ( 玻 色 子 体系 ) 或 全 反 称 子 空间 ( 费 米 子 体系 ) 中 的 态 矢 . 应 将 
A. 2. 2) 式 引入 的 多 粒子 体系 波 函 数 投影 到 这 两 个 子 空间 中 去 表示 为 


(1.2.6) 


Р ара ror) = Ri D tno Pr rn er) (1,2,7) 
P м4 
可 以 证 明 上 式 中 引入 的 Ps 及 Pr 确实 是 投影 算 符 ,因为 它们 满足 以 下 关系 
Pin =Р 


r 
对 于 上 面 的 等 式 只 需 对 Pr 的 情形 证 明 即 可 ,因为 对 Ps 类 似 可 得 . 
证 明 如 下 : 
Рт = МР D Dr тзт) .2. 8) 
由 于 两 次 置换 仍 是 一 次 置换 , 故 可 将 P'P 改写 为 男 一 置换 Q. 另 一 方面 知 
Р 为 偶 置换 ,已 为 个 置换 一 Q 为 偶 置 换 
Р 为 偶 置换 ,已 ' 为 奇 置换 一 ~Q 为 奇 置换 
P 为 奇 置换 ,已 为 偶 置换 一 ~Q 为 奇 置换 
P 为 奇 置换 ,已 为 奇 置换 一 ~Q 为 偶 置换 
故 有 
mer 
因此 (1. 2. 7) 式 可 改写 成 


1 1 
Рр отт) му (хт е, талт) 
= Рт уз, 
1 
= Prplni vrs, ry) м 
= Plr отт) 4.2.9) 
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至 此 投影 算 符 的 性 质 就 得 以 证 明 . 
1.2.2 多 粒子 体系 态 矢 的 归 一 化 


现在 把 N 粒子 体系 中 的 位 置 波 函数 的 对 称 化 及 反对 称 化 的 办 法 推广 到 任意 
表象 中 去 ,使 得 N 粒子 体系 在 任何 表象 中 的 态 矢 都 满足 全 同性 原理 的 要 求 


| ас=ам?= у Dt" | ap) Ol ap) O= OI ap) 
м2. 7 r x 


= PR a) Q ак)? а. 2. 10) 
尽管 (1. 2. 8) 式 已 成 为 符合 全 同性 原理 的 多 粒子 体系 的 态 矢 ,但 它 并 不 是 归 一 的 


базам | atan) = аро 图 ……@(on | C am) | ary?) 
=N D Ma) 

= DRY 

= По a.21D 


在 上 式 的 推导 中 ,第 二 等 式 后 面 出 现 因子 (T (w !) ) 的 理由 如 下 :对 于 玻 色 
子 体系 而 言 ,在 某 一 单 粒 子 态 矢 中 允许 有 多 于 一 个 粒子 的 存在 . 因此 ,一 般 来 讲 在 
ma 的 这 М 个 单 粒子 态 矢 中 并 不 都 是 不 同 的 ,而 是 只 有 т 个 不 同 的 ai(m < 
N) ,其 中 m 单 粒子 态 上 如 有 w。 个 , 则 在 作 内 积 时 会 出 现 w, ! 种 内 积 的 贡献 . 对 于 费 
米 多 粒子 体系 ,由 于 有 泡 利 不 相 容 限制 ,w 只 能 取 为 1. 根据 (1. 2. 11) 式 的 结果 ,我 
们 将 重新 定义 既 满 足 全 同性 原理 又 是 归 一 的 多 粒子 体系 的 态 矢 为 


laas) = TI eeel an)) (1.2.12) 


这 样 做 了 以 后 和 单 粒子 态 拓 的 情况 一 样 ,由 于 (1. 2. 12) 式 中 的 态 失 是 正 交 归 一 的 ， 
故 其 也 有 如 下 的 封闭 性 
У) laas) lamas |=1 


1.3 产生 和 潭 灭 算 符 


多 粒子 体系 中 的 一 个 重要 问题 就 是 粒子 间 的 相互 作用 . 相互 作用 中 的 两 粒子 ， 
不 论 其 相互 作用 的 机 制 如 何 , 在 能 量 、 动 量 产生 跃迁 以 后 ,两 粒子 总 是 从 初始 时 的 
量子 数 为 a 及 有 的 状态 转变 成 量子 数 为 7 及 的 状态 . 这 样 一 个 作用 的 过 程 可 以 
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自然 地 表述 为 a 状态 和 8 状态 粒子 的 消失 继 之 以 y RERS 状态 粒子 的 产生 . 以 
后 会 看 到 用 这 种 描述 也 会 带 来 计算 上 的 便捷 . 为 此 ,需要 引入 描述 这 一 转变 过 程 的 
产生 及 潭 灭 算 符 . 

首先 引入 产生 算 符 a7 ,其 定义 是 在 它 的 作用 下 N 个 对 称 化 的 玻 色 子 系 的 状 
ERN 个 反 称 化 的 费 米子 系 的 状态 增加 一 个 单子 态 |4) 并 成 为 N 十 1 个 对 称 化 的 
玻 色 子 系 或 N 十 1 个 反 称 化 的 费 米子 系 的 状态 . 如 都 用 正 交 归 一 基 来 表示 原 有 的 
NN 粒子 系 的 态 |A…Xw) 及 后 来 的 241…Aw), 则 有 

at АА = Vm FT | Mirin) 1. 3. 1a) 

其 中 上 式 右 方 出 现 的 EKA is 中 包含 的 》 单 粒子 态 的 占有 数 . 右 方 之 所 
以 出 现 V 坟 干 1 的 因子 是 因为 将 (1. 3. 1a) 式 左 方 的 态 对 称 化 为 N 十 1 玻 色 子 的 态 
或 反 称 化 为 N 十 1 费 米子 系 的 态 , 则 有 


ei ob en ol 


而 正 交 归 一 的 对 称 化 N 十 1 玻 色 子 系 或 反 称 化 的 NHL 费 米子 系 的 |MXi…wN 为 
NEDL E |an) Olar? O= Ol Ar) 


По). mF 
БА 
对 于 费 米子 体系 ,一 个 单子 态 最 多 只 能 由 一 个 粒子 占有 . 所 以 ,如 办 已 为 1, 则 不 
可 能 再 加 入 一 个 4 的 粒子 . 只 有 п, =0 的 情形 才 允 许 加 入 一 个 4 的 粒子 , 故 对 于 费 
米子 体系 ,(1. 3. 1a) 式 可 改写 成 
аў | АА) = ААК) 4.3.10) 
还 可 得 出 如 下 的 一 些 推论 . 
Са) 记 真空 态 为 |0) ,应 有 


аў | Mirean) = 


| Ms) = 


at 10›=|4› а.з.2› 
(b) 将 Fock 空间 扩大 到 包含 不 同 粒子 数 子 空间 的 更 广泛 的 空间 时 , 即 
玻 色 体系 B= В.в. ФВ, O =@ В, 41.3. 3a) 
费 米 体系 F=F ФЕ ФЕ. Ф-- =@ ЕЁ, 41.3, 3b) 
封闭 关系 也 推广 成 
1 =10)0 1+ У) ААА, | а. 3.4) 
Со) 产生 算 符 间 的 对 易 关 系 . 根据 玻 色 子 及 费 米 子 的 对 称 性 及 反 称 性 ,应 有 
ait | ААА) М Еа, F I) | hn》 
= Vu FD F Dg | адд, "Ам 
= fatat | 和 as》 (1.3.5) 
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由 于 |X4…Aw) 是 任意 的 态 矢 , 故 有 


atat — tntat =0 (1. 3. 6a) 
因此 ,对 玻 色 子 而 言 有 如 下 的 对 易 关 系 
[а{,а{]-=[а[,а1] = а{а1—а1а4{ = 0 a. 3. 6b) 
对 费 米子 而 言 有 如 下 的 反对 易 关 系 
Гаї vai],=atat +atat = 0 42.3. бс) 
(d) 由 于 of WRAN ar. 将 (1. 3. ба) иф 
aar — бза. = 0 а. 3,7) 


对 玻 色 子 而 言 ,得 [ai va.] 一 0, 而 对 费 米子 而 言 得 La.]+ 二 0 

Се) 对 (1. 3. 1a) 式 取 共 思 得 

Vm FI Nay |= Aen | a 
将 上 式 右 乘 以 |m…a) 得 
Vm TIAA | аы) = Фах | a аы) (1.3.8) 

从 上 式 左 方 立即 看 出 ,要 使 其 不 为 零 必须 有 m=N+1 而 右 方 要 不 为 零 只 有 
la*…am) 是 NN 个 粒子 的 态 .可见 а, 的 物理 意义 是 它 作 用 于 右 矢 时 会 潭 灭 掉 一 个 
粒子 .不仅 如 此 , 当 将 |a…a,) 就 取 作 14, 和 4…Xw) 时 左 方 成 为 Vw 二 1， 右 方 成 为 
Оз Ах Га, ТАА Ак) ‚А, "Ах laa ТАА Ам) = Ул, FT. 

可 见 


а, АА) = М FT Аду) (1.3, 9а) 
PYER ТАА Ал) ЈА РОВ А ЕО ГОА п, +1, i lA Ал) ЈА РДА 
РБ А 上 的 占有 数 是 mm ,可 将 (1. 3. 9a) 式 改写 成 
а, АА) = Vm | Aena) 《1.3.9b) 
(DD 现在 讨论 产生 算 符 与 潭 灭 算 符 间 的 对 易 关 系 . 先 讨论 玻 色 子 体系 的 情形 ， 
选任 意 的 |4…Aw), 其 中 及 个 粒子 居于 单 粒子 态 14) оп, 个 粒子 居于 单 粒子 态 
1 з), FER 
Caa} —а{а,) А-А) 
= а, Vm +1 | АА) аў Мп, | АА) 
= Уп, +1 ущ FI | ràn) — Vm vm | 和 hv》 
=| iàn) A. 3. 10a) 
Caa} —а{а,) | АА) 


= а, Ма, tL | рдам) аў Vn | 和 


(1. 3. 10b) 
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ВЕТА …Aw)》 的 任意 性 ,综合 (1. 3. 10a) 及 (1. 3. 10b) 得 


Гаа] = y 4. 3. 100) 
对 费 米 子 而 言 ERG ЧИЕ КУРТЫН) БЕ ® ЖЖ 
[asaj l= д. (1. 3. 10d) 


证 明 如 下 
ЖЖ (аа +а[а,) ао 


ТА ААО RA A) 
AN)? 如 | 和 AN》 含 1A》 


at 
Tj Blaat +ata,)=1. 
HR laaj Hajas) lài AvA Ay 分 三 种 情况 . 
O las) 不 含 ). 
则 
Caa} +-ајау) | ААМ) = ща} ААМ) = a | pian) = 0 
GD ААА AA RA u 


则 

Caa} аја) | AN) 一 四 | AAA 十 时 |》 
一 (一 DY Адма) H phiàna) 
= (一 DY( 一 DA | дума) +1 йз Ама) 
= 


GD ТА ААА Я н. 
则 
‹аа} +ајау) АА) = аў +) Адла) = 0 
ТАТА Ал 中 少 一 个 单 粒子 态 E „ 单 粒子 态 . 
至 此 (1. 3. 10d) 式 得 以 证 明 . 
Сю 定义 粒子 数 算 符 


й, = аа, 1.3.1) 
由 (1. 3.9) 式 知 
й, | атах) = аја, | meax) 
а; уп, | аттама) 
= п, Vt DF] | ачам) 
= n, | атам) а. 3.12) 
EEP aran) ФН Р С — а) 的 粒子 ,所 以 在 其 中 居于 |a》 的 粒 


子 数 比 lw…axy 中 少 一 个 . 由 于 是 |a…ax) 中 含 |a) 单 粒子 态 的 占有 数 , 故 粒子 
数 算 符 的 物理 意义 从 (3. 1. 12) 式 可 以 清楚 地 看 出 . 
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1.4 多 体 算 符 


讨论 了 多 粒子 体系 的 态 矢 及 基本 的 产生 、 潭 灭 算 符 后 ,在 这 些 知识 基础 上 自然 
应 转 入 讨论 作用 在 多 粒子 态 矢 上 的 多 体 算 符 . 不 过 常见 和 重要 的 是 两 类 多 体 算 符 ， 
其 中 第 一 类 算 符 作用 到 多 粒子 态 矢 时 将 分 别 作用 在 每 一 个 单 粒子 态 上 ,所 以 称 作 
单 体 算 符 , 而 第 二 类 算 符 将 作用 到 其 中 的 每 一 对 单 粒子 态 上 因而 称 作 双 体 算 符 . 下 
面 将 分 别 予 以 讨论 

在 讨论 单 体 , 双 体 算 符 之 前 , 先 要 讨论 多 体 算 符 的 一 个 普遍 性 质 , 即 物理 的 多 
体 算 符 在 它 作用 于 满足 全 同性 原理 的 多 粒子 系 态 矢 之 后 形成 的 新 态 矢 也 应 满足 全 


同性 原理 . 换 句 话说 ,对 任意 的 多 粒子 态 矢 | 和 任 一 多 体 算 符 品 应 有 
PjnUl)=UP 对 D 


|} 人 


由 于 |) 是 任意 的 , 故 有 
бр) = Руй 《1.4.1) 
ғ А 
即 多 粒子 算 符 应 和 对 称 化 ( 反 称 化 ) 算 符 对 易 . 
1.4.1 单 体 算 符 


由 于 单 体 算 符 Ù 将 分 别 作用 于 多 粒子 态 矢 中 的 每 一 个 单 粒子 态 ,所 以 自然 选 
择 吕 的 归 一 本 征 态 矢 集 {1a)) 作 为 单 粒子 态 的 基 , 即 有 
Ù |a) =U, |a), U,=(alUlo) 4.4.2) 
有 了 以 上 的 准备 就 可 以 计算 单 体 算 符 О 在 多 粒子 态 矢 中 如 何 作用 . 
Ù | ачах) = ОМР С my 加 … 因 |aw) 
= МР а) Q= Q| ax)) 
= MP} DLU, (| a) Q = O| ax)) 
= DU MP a) Q = O| ах)? 
= DU, | avax) 
上 式 中 的 M 是 态 矢 的 归 一 化 常数 . 因此 可 以 得 出 结论 :在 单 粒 子 基态 矢 是 辟 的 本 
征 态 矢 的 情况 下 , 对 多 粒子 态 矢 的 作用 可 表示 成 
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U= Eu, = Хоа, = Eia lÜ | arata, (1.4.3) 
根据 上 式 可 将 两 个 重要 的 单 体 算 符 ( 即 势 能 算 符 及 动能 算 符 ) 的 显 式 表 达 求 出 . 


Са) 势能 算 符 UCr) 的 对 角 表 象 是 位 置 表象 ,但 应 用 (1. 4. 3) 式 时 要 注意 这 时 
应 把 原来 分 立 的 写法 换 成 连续 积分 的 形式 . 因此 应 有 以 下 的 改变 


D far 
la |Ü | a) > <r | ÙC) | r) = 00) 


同时 按 常用 的 记号 把 相应 的 产生 算 符 ez 改写 成 六 Сг) за, GIR фот), ЖШ 
а.а. 3) 式 可 将 势能 算 符 写成 


бо» = jaung соро алы» 


(b) 动能 算 符 个 


> 
+- б 


2m 
和 势能 算 符 的 做 法 相似 ,这 时 要 选 动能 ( 即 动量 ) 的 本 征 态 矢 集 { 1p)} 作 基态 矢 . 类 
似 于 势能 情形 把 求 和 改变 为 积分 的 做 法 ,可 以 立即 写 出 


î= Jap р mAP) 
Е і z THP Ý (OPGE drar" 
= ыў oeri д, 起 (yewAdrdr 
= ОЕ) узе ДУ, 


—# Cr) VPR г) араг" 


= 一 [аду (р уф) 41.4.5) 
142 NERF 
双 体 算 符 作用 于 多 粒子 态 矢 的 每 一 对 单 粒子 态 上 , 即 
Ў |аам) = У) Ve | аам) (1.4.6) 
“== 


其 中 的 算 符 六 ,作用 在 |a,)@|ay》 上 . 类 似 于 单 体 算 符 的 推导 ,如 果 选 择 (1a)} 使 
Vi 1а Ol a) = Vap, 1а) Ql a) (1.4.7) 
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这 相当 于 |w)Q@|a) 是 立 算 符 的 本 征 态 矢 对 ,于 是 立 作用 到 多 粒子 态 矢 上 时 便 得 
Ӯ | aas) = (КУУ)! aav (1.4.8) 
其 中 因子 二 来 自 对 i,j 的 求 和 ,应 乘 以 二 以 消除 重复 计算 的 效果 . 现在 来 看 la ax) 
中 具有 同样 的 (eo) 的 对 数 是 多 少 .前面 已 谈 过 |aw…ew) 中 相同 的 单 粒 于 态 。 的 个 
数 是 占有 数 ,, 因 此 Èva, 中 
арар =| WARAH nng 


如 | ai) =| a) =| a;) HBA п, п, 一 1) 
故 有 
DV = Уул дт) (1.4.9) 
因此 可 将 (1.4. 8) 式 改写 为 ” 
Ӯ | атам) = Р бәй,) | алам) (1.4.10) 
而 


元 一 Cai 二 а} a, a$ ap — gat а, 
= а; (a, af — ёда 
= а; (ај адау 


= ајајаза, 
最 后 可 将 (1. 4. 8) 式 表示 为 
У ач мю = g D Vaa? aĵ apa, | ач (1.4.11) 


现在 将 (1. 4. 11D 式 应 用 于 多 粒子 体系 中 的 两 粒子 间 势 能 算 符 ， 这 时 在 (7) 表象 中 
是 对 角 的 . 如 前 将 分 立 形式 改变 为 连续 变量 和 积分 形式 


ап Br 
аф о on) ај еф б) ar) У) = Гапат 
С] 
因此 两 体 间 的 势能 的 作用 形式 可 表示 为 
P= 1 [алапат пф Cy Сп фто фт) 
= + [длальб ap OY (ror фт) а. 4.12) 


其 中 vnsr)=nr лт) 
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1.5 谐振 子 和 声 子 


1.5.1 一 维 谐振 子 


下 面 以 一 维 谐振 子 为 例 讨论 如 何 用 产生 、 潭 灭 算 符 来 求解 一 个 物理 系统 . 首先 
回顾 一 下 在 量子 力学 课程 中 讨论 过 的 内 容 . 


一 维 谐振 子 的 哈密 顿 量 为 
у ДЗ 
н- + 0.5.1 
其 中 = 一 计生 а.5.2› 
引入 а = Ё 4.5.9) 
= 
并 作 变 量变 换 
п= (2) х= 4.5.0 
W $ ARRA 
4.5.5) 
因此 及 可 改写 成 
îr twf Ә 
À= te tt) (1.5.6) 
由 量子 力学 的 讨论 ,已 知 上 述 的 能 量 本 征 态 为 
жо) = Ме Halar) а.5.7) 
其 中 H,(az) 是 厄 米 多 项 式 ,相应 的 能 量 本 征 值 为 
E, = (н+1)ь 41.5.8) 


将 对 应 于 加 (zx) 的 态 矢 记 成 |n), 利 用 厄 米 多 项 式 的 性 质 , 可 将 x 及 五 在 定 态 集 
{1n))} 中 的 矩阵 元 表示 为 


(n | х | m= dy; Dn) 
4 
= (E) оаа + ооа, а] 


tn |ô l m= [аар œ (2), сао 
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= 1 (me) oota | а.5.9› 
以 上 是 对 一 般 量 子 力学 书 中 得 到 的 一 维 谐振 子 内 容 的 回顾 . 
1.5.2 ”用 产生 、 漂 灭 算 符 讨论 谐振 子 


现在 将 这 一 问题 应 用 二 次 量子 化 方法 的 产生 、 潭 灭 算 符 来 重新 讨论 . 首先 引入 
аер пра еу а 


41. 5, 10) 
“= 601—9) (9 КИ Р) 
Жа 及 a+ 组 成 的 两 个 算 符 aa+ 和 a*a 作用 到 任意 的 波 函数 %( 妨 上 ,有 
аар -alea -o 
yty- p) 
(9 一动 )(?+ 训 jxy 
00—60) 


aapt) = 


өе wh AA ы 


两 式 相 减 得 
Caat— аар = уор 4.5.1) 
由 于 Фр ЕИО ОИС ВЯ, РОД н ERT 
[asat] = [aat— аа] = 1 41.5,12) 
类 似 可 得 
[а,а]=0 
[а*,а*]=0 
Ља. 5. 12) 及 (1. 5. 13) 式 看 出 ,引入 的 a,a* 满足 前 面 讨论 过 的 产生 、 削 灭 算 符 的 
对 易 关 系 . 因此 接 下 来 要 做 的 自然 是 和 前 面 一 样 地 引入 真空 态 10) , 它 满足 
al0)=0 4.5.14) 


а. 5, 13) 


以 及 “粒子 " 态 


ау” 


1» 一 = 10) а. 5. 15) 


MTNA NE EST R E зая 种 单 粒子 态 的 简单 情形 . 由 
а. 5. 15) 式 可 得 
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+ 1 (акун =_ ntDi (+ 
| prO” IO = уу?" 19 

= +1} |n+1) 《1.5.16) 
这 个 关系 在 前 面 的 普遍 讨论 中 已 得 到 过 . 如 前 所 述 , 它 表明 a* 具 有 产生 算 符 的 含 
X. 由 (1. 5. 16) 式 得 


п) = 
(n! 


tn! | a* | n) = (nt 10да (1.5.17) 
ЕЕ еч n 及 n' 的 标号 ,得 
Гап) = (0) дла Ra | т) = mw? | п—1) (15.18) 
这 也 正 是 a 作为 潭 灭 算 符 的 含义 . 此 外 还 有 
at a | n) =а* (m)? | n—1) =n | n) a. 5. 19) 
这 说 明 a*a 是 数 算 符 . 以 上 的 讨论 用 产生 、 潭 灭 算 符 重新 完整 表述 了 一 遍 一 维 谐 
振子 的 主要 内 容 . 于 是 我 们 自然 要 问 这 里 的 “粒子 " 指 的 是 什么 ? 为 此 ,让 我 们 回 到 
原来 的 谐振 子 哈密 顿 量 以 及 引入 a,a* 的 (1. 5. 10) 式 ,有 


= [(т+д)(т-$)++(1-,)("+)] 


= 加 (a a 二 去 ) 《1.5.20) 


将 上 式 作用 到 (1. 5. 15) 式 中 的 "粒子 " 态 上 时 ,可 得 户 | 喉 一 (n 十 去 ]io| 吃 .从 这 一 


等 式 看 出 ,一 维 谐振 子 体系 的 能 量 取决 于 具有 能 量 为 hw 的 能 量 量子 的 数目 ,可 见 
它 的 能 量 就 是 这 些 能 量 为 tw 的 量子 的 能 量 之 和 ,因此 可 以 说 这 里 的 “粒子 "就 是 
谐振 子 系统 的 能 量 量子 . 此 外 ,由 (1. 5. 10) 式 及 解 可 得 
i= б) «+ 
кайн 《1.5.21) 
е) 
立即 可 从 (1. 5. 17) 及 (1. 5. 18) 式 得 到 


«1210 = ESKOLE 1а nd) 


= (E otam + +118, м1 
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+ 
Bln о) Cn Гаа) ои | a | n) 


= (е ҮК [os 十 Dta — ie] (15.22) 


得 到 的 结果 和 (1. 5. 9) 式 完全 一 致 . 但 这 里 讨论 的 意义 不 仅 如 此 , 当 我 们 用 产 出 ` 潭 
灭 算 符 来 讨论 谐振 子 系统 时 ,对 该 系统 的 量子 行为 及 图 像 会 有 更 为 深入 及 清晰 的 
认识 . 

1.5.3 海 森 堡 图 像 中 的 讨论 


在 二 次 量子 化 的 理论 框架 下 ,物理 系统 随时 间 的 演化 规律 常用 算 符 随时 间 变 
化 而 态 矢 不 随时 间 变 化 的 海 森 堡 图 像 来 描述 . 即 算 符 随时 间 的 变化 满足 以 下 的 方 
程 (一 1) 


20] 
гг = 18,000) 


现在 我 们 就 用 一 维 谐振 体系 作为 例子 来 讨论 . N ERRET ЕЕЕ ER 
产生 算 符 随时 间 如 何 变化 . 
部 = С.а] = Га" aa —aa*a] 
= iu[ar,a]a = 一 im 

得 到 

alt) = еа а. 5, 23) 
ХНС 

а? ау) = еа а. 5, 24) 
从 这 里 的 讨论 再 一 次 看 出 用 "能 量 量子 "的 粒子 图 像 及 产生 、 潭 灭 算 符 的 办 法 可 以 
简捷 ,清晰 地 解 一 维 谐振 子 的 问题 ,因为 在 两 个 基本 的 算 符 随时 间 的 变化 规律 完全 
求 出 后 ,由 两 个 基本 算 符 构成 的 其 他 物理 量 随时 间 的 变化 也 都 可 以 得 到 , 不 仅 如 
此 ,在 应 用 二 次 量子 化 的 方法 将 上 述 单个 谐振 子 问 题 推广 到 讨论 固体 中 原子 的 集 
体 振动 时 还 会 更 进一步 显示 出 它 的 优越 性 . 这 种 原子 集体 振动 的 多 种 模式 的 能 量 
量子 称 为 声 子 . 


1.5.4 жт 
仍 以 简单 的 一 维 原子 链 为 例 . ан 
= 了 元 IES с-а) 1.5.25) 
HP т HATAR, р, 是 第 i 二 原子 的 动量 算 符 ， 第 二 项 是 相 邻 原子 间 的 相互 作 
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用 势 ,z; 是 第 i 个 原子 偏离 平衡 位 置 的 位 移 ,K 是 耦合 强度 . 
首先 把 这 一 问题 回 到 经 典 的 情形 去 讨论 ,在 得 到 多 种 经 典 的 振动 模式 后 ,再 借 
助 这 些 振动 模式 来 讨论 其 量子 理论 . (1. 5. 25) 式 对 应 的 经 典 运动 方程 为 


— më, = mot, = К(?л—хю — xm) а. 5. 26) 
在 上 式 中 我 们 已 假定 所 有 格 点 上 的 原子 都 以 相同 的 频率 w 随 : 振动 . 上 式 启发 我 
们 将 原子 的 振幅 取 为 如 下 形式 


за = zocos (ы!) 
上 式 中 的 /为 格 点 序号 ,a 为 晶 格 常数 ,k 是 波 矢 , 于 是 有 
2л, — ла — zm = ль[2сов (kal) — cos Chal + Аа) — соз (kal — ha)] 
一 2mcos (hal) (1 — cos ka) 
代入 (1. 5. 26) 式 得 到 各 种 集体 振动 模式 的 频率 的 表示 为 
а = Кан (Ы) 1.5.27) 

这 一 结果 同时 也 说 明 设 定 的 原子 都 按 同 一 频率 振动 以 及 振幅 随 波 矢 分 布 的 解 是 正 
确 和 自 洽 的 形式 . 

有 了 上 述 的 经 典 理论 下 求 得 的 各 种 模式 后 ,现在 回 到 我 们 要 讨论 的 量子 理论 . 
受到 以 上 经 典 讨 论 的 启发 我 们 将 (1. 5. 25) 式 中 的 实 空间 的 算 符 去 Жр, 变换 到 满 
ÆN 原子 链 的 周期 性 边界 条 件 的 波 矢 空间 中 的 元 及 р, В 


‹1. 5. 28а) 


і 《1.5.28b) 
= ре”. 
从 (1. 5. 28a) 式 导出 反 变 换 (1. 5. 28b) 式 时 利用 了 以 下 的 等 式 
РЭ ашы =. (1.5.29) 
利用 上 面 的 变换 公式 可 证 去 及 Б, 也 是 一 对 正则 算 符 , 即 由 


[a,b] = iu 
可 得 


Са. уре ei] 


M Eyn 
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-ee i 
(1. 5. 25) 式 中 的 势能 项 可 改写 成 
КУ) алы) K Driza —е*) 
1 $ 


= K Ð riza (1 — cos ka) 
T 


=?К}}лхзшё 2 


йс. 
上 式 的 最 后 一 个 等 式 用 到 (1. 5. 27) 式 ,第 一 等 式 用 到 以 下 的 关系 式 
Узнњ N Уна penoa 
рыш 
= Drs 
r 
类 似 可 得 
>й! = Dba 
利用 (1. 5. 31) 及 (1. 5. 33) 式 可 将 (1. 5. 25) 式 改写 成 
= POLA +i Deir 


(1.5.30) 


а.5.31) 


а.5.32) 


а. 5, 33) 


(1. 5. 34) 


至 此 我 们 就 可 以 用 类 似 前 面 讨论 的 一 一 维 谱 振子 时 所 用 的 产生 、 通 灭 算 符 方法 来 处 
理 这 一 问题 了 . 和 前 面 不 同 的 仅 是 要 从 原来 的 单 模 推广 到 多 模 的 情形 . 引入 第 上 种 


模式 的 潭 灭 及 产生 算 符 


a= (H) (ataia) 


可 证 有 以 下 的 对 易 关 系 
Гана) = Babe] = де 
[arvar]=0 
[аї,аЁ]=0 


(a. 5. 35) 


a. 5, 36) 


在 引入 不 同 模式 的 潭 灭 . 产 生 算 符 以 后 (1. 5. 34) 式 很 容易 改写 成 对 角 化 的 形式 
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ñ= У, (dias +4) 


== (++) 01.5.37) 
因此 ,所 有 的 能 量 本 征 态 矢 就 都 可 得 到 , 即 
|m ong oem) = TT 00 [оз 41.5, 38) 


E maD? 
这 种 多 原子 体系 集体 运动 模式 的 能 量 量子 就 叫 声 子 . 这 种 声 子 体系 包含 了 不 同人 
模式 的 声 子 , 和 一 维 谐振 子 情形 一 样 . 可 以 很 容易 导出 在 海 森 堡 图 像 中 ar (0) 和 
аў (0 随时 间 的 变化 规律 为 

alt) 一 ake ™ 

аі) = ае” 
从 声 子 体系 的 讨论 中 我 们 可 以 清楚 看 到 ,对 于 多 粒子 体系 问题 ,用 二 次 量子 化 的 方 
法 显然 要 比 用 传统 的 波 函数 方法 优越 得 多 . 


1.6 哈密 顿 量 为 二 次 形式 的 对 角 化 


在 前 面 的 讨论 中 谈 到 ,多 体系 统 中 的 相互 作用 会 使 系统 中 粒子 的 状态 发 生变 
化 ,描述 这 一 物理 过 程 方便 而 又 自然 的 办 法 是 引入 粒子 状态 的 产生 和 潭 灭 算 符 以 
及 粒子 数 算 符 . 此 外 ,系统 所 有 的 物理 过 程 以 及 所 有 的 物理 量 都 可 用 产生 、 潭 灭 算 
符 表示 . 可 见 二 次 量子 化 的 最 基本 要 素 就 是 产生 、 潭 灭 算 符 . 在 上 面 的 讨论 中 我 们 
用 一 维 谐振 子 及 一 维 原子 链 作为 例子 讨论 了 二 次 量子 化 的 求解 过 程 ,从 中 我 们 看 
到 只 要 把 一 个 物理 系统 的 哈密 顿 量 最 终 表 示 成 能 量 量子 的 能 量 值 和 相应 的 粒子 数 
算 符 乘积 之 和 的 形式 ,那么 系统 的 求解 就 得 到 了 严格 的 结果 ,因为 这 时 系统 完备 的 
能 量 本 征 态 矢 集 都 已 得 到 了 . 

然而 ,大 多 数 物理 系统 的 哈密 顿 量 用 产生 、 潭 灭 算 符 表示 时 一 般 不 是 简单 的 
Уле = } аа , 这 样 的 二 次 型 ,因此 大 多 数量 子 系统 的 求解 是 一 个 困难 的 问 


题 . 当 我 们 写 出 它们 的 哈密 顿 量 时 ,常会 看 到 用 产生 和 潭 灭 算 符 表示 出 来 的 哈密 顿 
量 不 仅 不 是 上 述 的 二 次 式 而 且 也 会 包含 产生 和 潭 灭 算 符 的 高 睹 次 项 . 这 就 是 量子 
体系 严格 求解 的 根本 困难 所 在 . 不 过 对 于 特殊 的 物理 系统 , 若 它 们 的 哈密 顿 量 能 表 
示 为 产生 和 潭 灭 算 符 的 一 般 形式 的 二 次 型 时 ,对 于 这 样 的 情形 我 们 仍 可 找到 严格 
求解 的 办 法 . 本 节 的 内 容 就 是 讨论 这 类 物理 系统 的 严格 求解 问题 . 它 又 常 被 称 为 物 
理 系统 的 对 角 化 . 


(1.5.39) 
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1.6.1 Bogoliubov-Hopfield 变换 


为 了 使 讨论 简单 明了 ,我 们 以 具有 两 种 玻 色 模式 a ,a? Mana 的 物理 系统 
为 例 ,因为 它 是 多 模式 系统 中 最 简单 的 情形 ,并 且 在 对 两 种 模式 的 情况 讨论 清楚 
后 ,容易 看 出 按 相同 的 原则 和 办 法 可 以 将 其 推广 到 多 模 的 情形 . 这 一 简单 的 物理 系 
统 的 哈密 顿 量 的 最 一 般 表 示 为 
Н =дпаїа 十 aaias 十 Daaiai +диаѓаї 
+ énaia 十 Baaias 十 paaiai + duatai 
十 Beta + далаг + дзазаї + диаза& 
+ даазаз + даза + дзазаі + даазаї 41.6. 1) 
在 上 式 右 方 的 16 项 中 事实 上 有 些 项 是 可 以 合并 的 ,例如 даа, 和 дъааї, 
да,а. uara, 等 .这 里 有 意 保留 这 种 对 称 的 形式 是 因为 这 样 做 更 有 利于 下 面 将 
要 谈 到 的 求解 方法 . 
针对 (1. 6. 1) 式 表示 的 两 玻 色 模式 的 二 次 型 的 哈密 顿 量 , Bogoliubov 提出 了 
将 原 有 的 ai Са ) 和 аз Са? ) 算 符 通过 如 下 形式 的 线性 变换 变 成 两 个 新 的 玻 色 算 符 
А= 
В = wa + аз чаї а? 
选择 恰当 的 {wu} 和 (wv) 使 得 该 系统 的 哈密 顿 量 用 新 的 ACA* ) 和 ВСВ' ) 表 示 出 来 
后 取 如 下 的 对 角 化 的 形式 
H = m A*t A+anBt B+E, а. 6. 3) 
这 样 一 来 系统 的 严格 解 就 得 到 了 . 因为 有 了 (1. 6. 3) 式 的 哈密 顿 量 形式 ,系统 的 所 
有 了 能量 本 征 值 已 ,。 


na; 十 was - изаї + щаї 


а. 6. 2) 


Е, = man + mom + Eo (1.6.4) 
以 及 相应 的 能 量 本 征 态 矢 为 | m,n;) 就 都 已 经 得 到 . 于 是 ,对 这 样 的 物理 系统 的 严 
格 求解 问题 便 归结 为 解 (1. 6. 2) 式 中 的 系数 {uw} 和 {vw,). 
Hopfield 后 来 找到 了 一 个 系统 求解 {u} 和 (vw;} 的 方法 : 
(а) HF ai Са? ) 和 а, Са? ) 是 两 个 独立 的 玻 色 算 符 ,因此 它们 应 满足 如 下 的 基 
本 对 易 关系 
Cai sa] = Гаї at] = [а:›а1 = [a$ saf] = 0 
[aisat] = [аа] = 1 《1.6.5) 
[ai saz] = Са sa] = [at saz] = [at a} 1] = 0 
变换 后 的 新 算 符 АСА? ),B(B* ) 应 当 也 是 相互 独立 的 两 个 玻 色 算 符 ,所 以 它们 也 
应 满足 
[А,А*] = 1 
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8,8% =1 
[A,B] = ГА,В'] = 0 
将 (1. 6. 2) 式 中 的 ACA+),B(B+ ) 用 a Cat ) за Саў ) 表 示 的 关系 式 代入 (1. 6. O 
中 并 利用 (1. 6. 5) 式 , 便 得 到 {w },{w } 需 满足 的 必要 条 件 
u +а ай +4 
d thti += 
mv Huv Huv Huu = 0 
O) 把 (1. 6. 2) 式 代入 (1. 6. 3) 式 中 ,将 它 重新 用 w а ) 和 а: Са ) 表 示 出 来 再 
жа. 6. 1) 式 作 比 较 ,立即 可 得 
8, = олщи, + ато, (1.6.8) 
不 过 需要 补充 说 明 一 点 是 ,在 作 比 较 时 我 们 是 将 (1. 6. 3) 式 中 的 H—E MA. 6. 1) 
式 中 的 H 相等 得 到 的 (1. 6. DR. 那么 我 们 要 问 为 什么 不 用 (1. 6. 3) 式 的 Н ж 
《1. 6. 1) 式 的 H 直接 相 比 呢 ? 或 者 换 句 话说 ,在 将 原 有 的 ai (of ) ,az (ez ) 算 符 的 
Hilbert 空间 变换 到 新 的 A(A* ВОВУ ) 算 符 的 Hilbert 空间 时 , 互 作 了 一 个 已 
的 能 量 零点 调整 , 变换 时 能 量 零点 变动 的 意义 及 必要 性 在 矩阵 法 中 没有 明确 的 解 
释 , 这 点 将 推迟 到 下 一 小 节 讨论 新 的 对 角 化 方法 时 回答 . 
Со АМЕ 


а. 6. 6) 


а. 6. 7) 


Bn дә дз ди 
dn дә да би 
= a. 6. 9 
00 ðu дә дь би 1 
да ба ба ди 


此 外 再 把 fu) , Со FRANE 


中 = |“ 

us 
ш. 4.6.10) 

v 

= |" 

v 

ж. 

可 得 到 如 下 的 关系 式 

[MILu] = Lu] (1.6.11) 


[MJ[v] = lo] 
上 式 的 得 到 利用 了 (1. 6. 7) 式 和 (1. 6. DR. 我 们 取 (1. 6. 11) 式 中 第 一 等 式 的 第 i 
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行为 例 来 验算 . 

Фаш + дгиг + Ba даша 

= (ал щи + we vv )и + Canut: + азоо: из 

+ Canuus +anvws Jus + (алии, +anvv us 

= anu iå H +H Hih) Hanu Cou + vru + vsus + uu) 

= anu 
结论 :(1. 6. 11) 式 是 矩阵 法 的 主要 结果 . 即 由 原始 的 哈密 顿 量 表示 式 (1. 6. 1) 的 二 
次 式 的 系数 高 构 成 一 个 由 (1. 6. 9) 式 表示 的 М Е, М 矩阵 的 本 征 矢 中 的 矩阵 元 
就 是 我 们 所 需要 的 (1. 6. 2) 式 的 变换 系数 . 对 于 两 个 模式 的 系统 , 它 的 本 征 值 就 是 
an 和 ,本 征 矢 相 应 的 是 [四 ] 和 [中 ]. 从 以 上 的 讨论 看 出 ,我 们 的 确 得 到 了 一 个 系统 
的 求解 方法 , 即 把 求 变换 的 问题 变 成 了 一 个 求 矩阵 本 征 值 的 问题 . 
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从 上 一 小 节 的 讨论 , Bogoliubov-Hopfield 变换 的 确 是 一 个 系统 的 方法 . 尽管 
讨论 用 了 最 简单 的 两 模式 的 情形 ,但 推广 到 更 多 的 模式 情形 是 直截了当 的 . 对 于 
入 模 的 情形 ,只 要 把 М 矩阵 从 4X4 的 矩阵 推广 到 2NX2N 和 矩阵 即 可 . 不 过 ,从 单 
纯 的 计算 繁复 程度 来 看 , 当 М 较 大 时 М 矩阵 的 秩 增 大 ,一 个 秩 很 大 的 矩阵 的 本 征 
矢 及 本 征 值 的 求解 仍然 是 很 困难 的 . 那么 我 们 会 想 ,有 没有 可 能 将 这 一 求解 过 程 分 
成 几 个 阶段 ,使 每 一 阶段 的 求解 过 程 都 在 较 低 阶 或 在 可 行 性 更 佳 的 情形 下 进行 呢 ? 
除 此 之 外 ,在 上 面 的 讨论 中 留 下 (1. 6. 3) 式 中 的 Е, 的 物理 意义 还 需要 进一步 并 清 
Ж. 它 真 的 只 是 一 个 可 有 可 无 的 能 量 零点 的 选择 还 是 决定 系统 性 质 的 一 个 重要 的 、 
确定 的 物理 量 ? 以 上 两 点 将 在 下 面 介绍 的 新 的 对 角 化 方法 中 得 到 解答 . 

Са) 基态 解 . 由 于 讨论 的 方法 和 上 一 小 节 不 同 ,不 需要 像 (1. 6. 1) 式 那样 有 意 
将 二 次 式 的 哈密 顿 量 写成 对 称 的 形式 . 为 了 简便 起 见 , 可 将 其 中 的 一 些 项 归并 起 
来 ,所 以 普遍 的 两 模 的 二 次 式 可 以 化 简 为 

Н =даїаї 十 Baia +дзаа +-&аї аё + ё;а{ аз + &ааў 


+ Baras 十 加 dd + дзаї аз 十 Bioazaz а. 6.12) 
首先 要 指出 的 是 这 一 系统 具有 如 下 形式 的 基态 态 矢 
енінен | оу (1.6. 13) 
将 (1. 6.2) 和 (1. 6. 13) 式 代入 定 态 方程 中 
н|)=Е|)› 01.6.14) 


得 
[Batat + datat + дзаїаї + 8аї (Zaat + Ваї) + д 2а + (Zaat + Ва} 
+&аї (аў + Ваї) 十 Bai(2aai + Ваї) + дай (yat + Ваї) 
+8 (B+ (2aat +-Ваї) за + Ва} Э) + дь (2у-++ (y$ + Ва?) |) 
=Е,|› 《1.6.15) 
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在 导出 上 面 的 (1. 6. 15) 式 时 用 到 了 以 下 的 运算 结果 
а= аен | оу 


=a[1+ айа +patat + йа + авай at + patat + ytai y+ ]|0) 


[ва + Ваў + laatat + ВаЇ а + ааа, +i 2(2aat + pat) 
* (ааїаї +Ваїаї жш +j laatat +Ваїаї + yatat а +å 
* 3(2aat + Bai) (aatat +pata? А-аа! +2 laatat + patat 
+ ytat ya + ]| 0) 

= [aat + Ваў + (aat +Bai)(aatat +patat +mžat) + 2 Олай 


+ 8аї ) (аата + Ваіаї а) 0) 


= (aat +Ваї [1+ atat + patat +mužat) + д laatat +patat 
+mtat) + ]| 0 
= (2aat + Ваї)е* 14 |0) = (2ааї + Ва) |) a. 6. 16) 
以 及 类 似 的 
ar |) = (Сї +Ваї) |) 41.6. 17) 
ааз |) = [B+ (aat + Ва) +pat)] |) 41. 6.18) 


比较 (1. 6. 15) 式 两 端的 | atat 1),аѓа Жа?а? |) 四 类 态 矢 项 . 可 得 如 下 的 四 
个 等 式 


Е, = 2да +д‹8+2дь7 (1.6.19) 
di +280 +4830" 十 6B 十 28;98 + дьр* = 0 (1.6. 20) 
д, + 88+ Адзой + 28;у + 28да +8: Cay + 8°) +98408 = 0 
4.6.21) 
Bi -+-д8°--&В+ 20:87 + 28уу-+4дьу = 0 (1.6. 22) 


由 以 上 的 四 个 关于 待定 量 Е, ,а, 8, у 的 联 立方 程 即 可 将 它们 求 出 ,并 由 此 看 出 由 
а. 6. 13) 式 给 出 的 基态 解 形式 是 正确 的 . 

O) 由 上 面 的 关于 系统 基态 的 讨论 我 们 知道 将 原来 的 算 符 a (а?) „аг (oz ) 变 
换 到 对 角 化 的 A(A* ) 及 B(B* ) 时 , 写 出 的 对 角 化 形式 的 哈密 顿 量 必须 是 (1. 6. 3) 
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式 的 形式 , 即 Н=о А A 二 wsB* B 十 E,，, 这 是 因为 如 表示 为 Нал А А+а»В* В 
一 由 市 十 om 市, 它 的 最 低能 态 的 能 量 是 办 一 丹 一 0 的 态 , 即 Е, =0 的 态 . 这 就 和 上 
面 得 到 的 系统 基态 能 一 般 是 不 为 零 的 E。 相 抵触 . 因此 我 们 得 到 的 结论 是 (1. 6. 3) 
式 的 对 角 化 形式 中 必须 加 上 E。 这 一 项 ,而 且 它 不 是 别 的 物理 量 , 正 是 物理 系统 的 
基态 能 量 . 
Сс) 前 面 讨论 回答 了 (1. 6. 3) 式 中 为 什么 有 E 项 ,而 且 明 确 了 Е 就 是 系统 的 
最 低能 态 的 能 量 值 以 及 如 何 求解 Eo 和 相应 的 态 矢 . 现在 来 讨论 本 小 节 开 始 时 谈 
到 的 第 二 个 问题 , 即 我 们 能 否 将 求解 变换 系数 的 矩阵 的 秩 降低 一 些 从 而 降低 运算 
的 复杂 程度 . 为 此 我 们 先 来 看 一 下 (1. 6. 3) 式 
Н = „АА +В B+E, 
还 会 告诉 我 们 什么 样 的 更 多 的 物理 含义 . 前 面 已 得 到 的 结果 是 系统 具有 一 个 最 低 
能 态 |》, 其 相应 的 能 量 值 是 Eo. 这 个 态 矢 在 A(A* ) 和 ВСВ? ) 的 新 的 Hilbert 空间 
里 是 一 个 什么 样 的 态 矢 ? 它 在 新 的 Hilbert 空间 里 对 应 于 |m =0,n 二 0) 的 态 矢 ， 
也 就 是 说 , 它 是 新 的 Hilbert 空间 的 真空 态 , 即 
D 一 | Oam 41. 6. 23) 
因此 它 应 有 如 下 的 性 质 
Al)=B|)=AlOw, =B | Oum =0 41.6. 24) 
以 A1)=0 为 例 来 看 会 有 什么 样 的 结果 . 
А |)= 0 = (ша + шак + шаў Huat) + еї | оу 
= [u (2aat + Ваї) + и, (2уаї +-Ваї) + wat ща] 
геї 10) (1. 6. 25) 
ERE HNM а{ е" tiita O) af eriei taii наї 10) 得 
us +2au, Ви: = 0 
tu + 20м: + Виз 一 0 


41. 6. 26) 


即 

из =— 2auı — Виз 

и, =— 2уи: — Bu, 
TI RRM FARA) = 10) w ÈA B 的 Hilbert 空间 的 真空 态 我 们 便 能 得 到 zw 
依赖 于 wu ,uz 的 关系 ,这 样 一 来 真正 的 待 求 量 就 只 有 两 个 独立 的 了 . 说 得 更 清楚 一 
点 ,由 于 (1. 6. 27) 和 (1. 6. 11) 式 的 第 一 个 本 征 和 矩阵 方程 中 的 待 求 量 就 只 有 两 个 了 . 
比 起 直接 解 (1. 6. 11) 式 的 第 一 个 方程 的 四 个 待 求 量 减少 了 一 半 . 在 模式 较 多 时 这 
种 做 法 对 求解 会 有 较 大 的 帮助 . 

(d 我 们 也 可 以 不 必 再 回 到 (1. 6. 11) 式 的 B-H 矩阵 法 去 求解 ,而 是 利用 现在 

讨论 的 方法 直接 导出 ww(w) 和 (mw) 满 足 的 本 征 方程 组 . 仍 以 ACA ) 为 例 . 


а. 6. 27) 
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PARAPARE А | ) 的 具体 表示 式 
А* |)= (шай + шаў 十 tai шаге їні | оу 
= [Gu + 2aus + Ви,)аї + Си, + 2уи, + Pus)at] 
‚е414+һ14+=14 | оу (1. 6. 28) 
第 二 步 :将 (1. 6. 27) 式 代入 (1. 6. 28) 式 得 到 А? |) Ян и ,us 表示 的 式 子 . 
А* |) ={[(1—4а* — 8° Ju: — 2а + у)ш:1аЇ 
HAAF — 89и — а + yu Ја еї ніі | 0) 


(1. 6. 29) 
引入 
Ф =l—4 -p 
p = 1-2 а+Уу) 41.6. 30) 
Ф147 В 
《1. 6. 29) 式 改写 成 
А =[(фи — prua + (руш — фи, Jaf] 
ee а. 6. 31) 
第 三 步 : 按 对 角 化 后 的 (1. 6. 3) 式 应 有 
НСА? |)) = (w+ Е.А? |)) а, 6. 32) 


将 (1. 6. 31) 式 代 人 上 式 . 并 将 (1. 6. 12) 式 的 Н 表示 式 代入 上 式 的 左 方 ,通过 一 定 
的 运算 后 可 得 ( 见 附录 ) 
НСА* |))= [b рш — puat + dads (pu — фиш Jat 
+288, — pruda? +8 риа — piu Jat + & бри, — aus) 
101и — puat +28 7 (pm — pu Jaf +2&абруш — pu Jat 
+ Bprus — pru )аў + д, (ри: — patti a? + 208и: — pau Jat 
HAdoylpu: — pu a? ] 1) + [ipu — pu Jat 
+ (риш — pui a? ]H] |) 
= (w+ Ed ри — puat + (gous — фа ] |) 41.6. 33) 
消去 上 式 两 方 的 
[Cpa — puza} + (ри, — gpu: Jaf JH |) 
= E[ lipu — puat + (pu: — pu )аф ] |) 
后 , 剩 下 的 部 分 再 分 别 比较 of DA а; 1) 的 系数 得 
(9 +40, + д: ш — фи) + (8; + 28ra + 200) (atts — pm ) 
= wpm —фш:) 01.6.34) 
9 +28480) ри: — р) + (8, + 28,8-+ 20,у) (ua — физ) 
= (ри: — pu) 《1.6.35) 
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最 后 归结 为 由 (1. 6. 34) 和 (1. 6. 35) 两 式 去 解 w suz. 

现在 作 一 简短 的 小 结 : 

Са) (1. 6. 34) 和 (1. 6. 35) 式 就 是 用 新 方法 得 到 的 直接 解 w ,wu о 的 两 个 联 立 
方程 ,这 就 是 对 提出 的 第 二 个 问题 的 解答 :不 需 解 mw ,wz ,us оца, ЯЯ шошо. 

(b) 虽然 只 是 用 AA ) 的 形式 在 推导 ,但 实际 上 在 解 (1. 6. 34) 和 (1. 6. 35) 式 
时 会 得 到 w ,ws 两 个 解 ,因此 自然 就 把 BCB* ) 的 结果 带 了 进来 . 

Сс) 从 推演 的 过 程 看 ,新 方法 虽然 减少 了 待定 量 的 数目 ,但 它 的 代价 是 用 了 较 
多 的 解析 推导 步骤 . 在 N 一 2 的 情况 下 B-H 方法 显得 直接 、 简 便 , 待 求 量 也 不 算 
多 .但 在 М 较 大 时 后 面 的 方法 就 一 定 会 显 出 它 的 优越 性 来 了 . 

(d) B-H 方法 的 特点 是 巧妙 地 利用 变换 前 后 两 组 玻 色 算 符 的 基本 对 易 关 系 的 
特性 ,而 后 一 种 方法 是 从 哈密 顿 量 算 符 出 发 求 基态 及 激发 谱 的 物理 性 质 来 讨论 的 . 
它 除了 完成 对 角 化 的 任务 外 ,同时 也 得 到 了 所 有 的 激发 态 的 态 矢 表示 . 后 面 一 点 是 
B-H 方法 中 没有 涉及 的 . 


н ж 


(1. 6. 31) 式 的 推导 
为 了 看 得 更 清楚 ,将 H 中 的 每 一 项 对 
[Cp — purat + (рш — pu )a}] |) 
作用 的 结果 分 别 列 于 下 面 . 

C) datat [рш — puat + Сфи: — фиш )аў 11) 

=[(фи:—фиш)аў + (фи, —феш)аї drat аў |) 
《2) дзаї а\[ (ри, —фш)а{ +-(руш — pu a? 1) 

Sò lpum— puat 1) Сри puat рша —фш)а{ zai a |) 
(3) даза: (рш — purat Сфи: — pu Ja? J|) 

=28, (фии фига 1) Сри — puat + Ср» — pu a? Baa |) 

=28 (pu — pu) aat +a? )|) 

рш puat + (рш —фги,)а? Baia: |) 

(4) diat аё [Сри —ф и, )аї + (фи, — аша 11) 

= [фи фида? + (gai шдай аа |) 
(5) баїа: [Сри —физ)аї Сри фиш )а? ]|› 

=ò (psu рида 1) Сри puat (ране —gam at 1$а{ аг |) 
(6) да{ а\[ (ри: — purat + рша pu a? 11) 

=6 (pu — puraf |)+[ (фи, — puat + (руш — фи, Ja? dsa? а, |) 
(7) drara:[ (фи — puza} + Сруи, — фи, Ja? ]|) 
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=ð (фи фига: 1) +8, (psu — фи a: |) 
+Eipiu— puat + (ри, фош )аї ]ётазаз |) 
=; (piu — puz) (Zya? +Ваў )+6r (ри: —фгш)(2ааў +Ваў) 
фра puat + рша — pua? 10:алаз |) 
(8) draž af [Cpm — puza? Сри: фаш )аї 11) 
=[(ри puat + (риз —фаш)аї 1а? аў |) 
(9) baf a[l бри, —фи)аў + (риш: pu )аї ]|) 
=d (psu рша? |1)+[(рш —фш)аў + (ри, — piu )аў Jisa? аз |) 
《10) доага: Ср фаў + (рш фида |) 
=28o (pu — pm) laaf +Ваї) 1) ССр puat 
+ фи фида )0аза |) 
综合 以 上 的 计算 有 
НСА? |))= [b рш 一 Pi)af + dd Cpu — geus)at 
200и — geus)at + 20 (руш — pu Jat 
+2860 рш — рида + дф и, — gaua)at 
+2фубрш — pruda? + 20а Сри — pu Jat 
++дВСф — pu Ja} + 8, (gous — фи, Jaf 
+ 2дьЙСруш — pu Jat +4dwal piu: — pau Da? ] |) 
+[(рш — puat + (руш — фаш )аї)Н |) 
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上 一 章 的 主要 目的 是 将 单 粒子 的 量子 力学 推广 到 多 粒子 体系 ,其 中 引入 潭 灭 、 
产生 算 符 这 样 的 理论 工具 是 一 个 重要 的 手段 . 在 本 章 里 将 从 另 一 个 角度 作 量子 理 
论 的 推广 ,即将 低 粒 子 速度 时 适用 的 非 相对 论 量 子 力学 推广 到 粒子 速度 接近 光速 
时 的 相对 论 量子 力 学 . 在 非 相对 论 量子 力学 中 描述 演化 规律 的 动力 学 方程 是 薛 定 
户 方程 ,在 该 方程 中 出 现 的 是 对 时 间 的 一 次 微 商 和 对 空间 的 二 次 微 商 . 这 种 情况 显 
然 不 满足 相对 论 时 - 空 对 称 的 协 变性 原理 ,因此 要 把 量子 力学 理论 和 相对 论 协调 起 
来 的 首要 工作 是 建立 符合 时 空 协 变性 的 动力 学 方程 . 从 这 样 的 原则 出 发 考虑 如 何 
构建 协 变 的 Klein-Gordon 方程 (K-G 方程 ) 和 Dirac 方 程 以 及 与 它们 有 关 的 讨论 将 
是 本 章 的 主要 内 容 . 


21 K-G 方程 


在 讨论 К-С 方程 之 前 先 回顾 一 下 相对 论 的 一 些 重要 内 容 . 
如 采取 欧 氏 度 规 
р = 8. (изу = 1,2,3,4) 
则 四 维 坐标 取 作 总 一 (vict) 
四 维 动量 为 i 
四 维 流 矢量 为 
四 维 电磁 势 为 
质 能 关系 为 
有 了 上 述 简短 回顾 后 ,我 们 现在 开始 讨论 相对 论 量子 理论 的 动力 学 方程 的 建 
立 .根据 在 非 相对 论 性 量子 力学 中 的 量子 化 办 法 , 即 把 三 维 的 动量 P 转变 成 算 符 ， 
pP 王 一 法 V, 最 自然 的 量子 理论 的 相对 论 化 是 将 四 维 动量 同样 地 算 符 化 , 即 
p= ii 
E =— icp, — (iÐ (~ iha) 


-iociw(È) 


= һә, 
同时 把 非 相对 论 的 质 能 关系 (自由 粒子 ) 
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KRETI ANER 


БЕЧ 


E = ерте 
写成 一 个 相对 论 的 量子 力学 方程 
Ghd) = Г (ih У) т?с) 


改 用 相对 论 的 质 能 关系 


即 
Әр = сме Vtme)y (2.1.1) 
这 就 是 Klein-Gordon 方程 . 从 这 一 方程 出 发 下 面 我 们 将 作 一 些 讨论 . 


2.1.1 K-G 方程 的 平面 波 解 


假定 K-G 方程 有 平面 波 解 
p= ез, = Деко (2.1.2) 
上 式 中 第 二 等 式 的 得 来 如 下 :这 里 的 波 矢 , 和 四 动量 P, 间 有 如 下 的 关系 


(2.1,3) 


所 以 有 

kt, = kerti? ба) =kex—wt (2.1.4) 
将 (2.1. 2) 式 代 人 (2. 1. DRH 

Кайф = (WEK Hmh 
消去 少 后 得 到 如 下 的 质 能 关系 
Е = орто 
即 是 说 如 要 求 (2. 1. 2) 式 是 正确 的 平面 波 解 , 则 粒子 的 质 能 关系 必须 符合 以 上 的 条 
件 . 进一步 由 上 式 得 
Е=+ Vop те 
虽然 上 式 的 正 号 解 正 是 我 们 期 望 的 正确 的 相对 论 质 能 关系 ,但 它 同 时 却 给 出 了 物 
理 上 不 合理 的 负 能 解 . 因为 当 有 负 能 解 的 存在 时 ,粒子 不 可 能 稳定 , 它 将 一 直 向 更 
负 的 能 级 跃迁 . 
其 次 再 对 Klein-Gordon 方程 


Day -FEy (2.1.1a) 


р с-га 
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Уа" = = (2.1.1b) 


MEg + (2.1. 1a)— (2. 1. 1b) + p T44 
y (2а) Уфо 


вр 


Day әр ҹә") = 0 (2. 1. 5a) 
如 定义 四 维 流 密 度 如 下 “ 
= О Әф Әд") (2,1. 6a) 
0002. 1. 5a) 式 表现 为 连续 方程 
әј, =0 (2.1.56) 
不 过 仔细 分 析 一 下 引入 的 四 维 流 密度 ,发 现 
j= Emy vw (2.1. 6b) 


看 做 三 维 流 密度 是 没有 问题 的 (上 式 中 的 Im 系 指 取 后 面 量 的 虚 部 ); 然 而 j, 或 相 
应 的 p 


ж үр i . 

рей = 1 шә, 8) 

= Эр Я 

= й. шу әр) 

一 

=- ту” аф) (2. 1. 60) 


却 由 于 上 式 的 右 方 既 可 为 正 也 可 为 负 , 不 能 解释 为 几率 密度 . 这 样 K-G 方程 既 过 
到 了 负 能 量 又 遇 到 了 负 几 率 密度 的 困难 ,因此 历史 上 在 一 段 时 间 里 几乎 将 它 放弃 
掉 .不 过 ,后 来 发 现在 量子 理论 中 作 二 次 量子 化 后 它 给 出 了 标量 场 的 正确 描述 ,此 
外 它 在 非 相 对 论 极限 下 仍 能 得 出 物理 上 合理 的 结果 ,所 以 K-G 方程 仍然 是 一 个 有 
一 定 意义 的 相对 论 方程. 


2.1.2 非 相对 论 极限 
从 经 典 的 相对 论 可 知 ,在 粒子 过 度 小 时 , 即 卫 1 时 ,能 量 可 近似 表示 为 E~ 


mè +Ë, 根据 这 一 启示 ,就 像 在 一 般 量子 理论 中 作 定 态 解 那样 把 波 函 数 中 的 静 能 


量 тс? 分 出 来 ,所 不 同 的 是 剩 下 的 波 函数 部 分 对 应 于 另 一 部 分 能 量 ,这 部 分 的 波 
函数 既是 ~ 的 函数 也 和 上 有 关 , 因 此 这 时 我 们 将 波 函数 写成 


Krd = фб. LD 


第 2 章 ” 相 对 论 量子 理论 方程 +з1+ 


将 上 式 两 端 用 这 总 作用 得 
it y = (в &е-як'е)е ‚Т (2.1.8) 
可 以 这 样 来 理解 上 式 :把 它 与 现在 讨论 的 非 相 对 论 极限 作 比较 ,可 见 me p 应 对 应 
于 能 量 的 mc 部 分 ,而 ih 部 应 对 应 于 经 部 分 因此 ,在 非 相 对 论 极限 下 可 以 得 出 
如 下 关系 
кё m'o (2.1.9) 
将 访 色 再 作用 (2.1.8) 式 一 次 得 
Е ре = [Hn Ep omei etmeg]e 01.100 
右 方 括号 内 的 三 项 按 (2. 1. 9) 式 的 不 等 式 来 看 ,以 第 三 项 为 标准 ,第 二 项 是 一 阶 小 
量 ,第 一 项 是 二 阶 小 量 . 所 以 可 略 去 第 一 项 ,保留 第 二 项 的 一 阶 小 量 ,得 到 
к Sp [тет B+ mcg Je (2.1. 10b) 
将 上 式 及 (2. 1.7) 式 代入 К-С 方程 ,有 
[икс B+ mc ple = Cie упрте р] 211D 
两 端 消 掉 相 同 的 项 及 共同 的 因子 ,得 
nX =E vig (2.1.12) 
AEAT ЕАН АНЕ Е З РА. 不 仅 如 此 ,在 非 相对 论 极限 下 ,几率 密度 p 化 成 
ре Аас аф) 
=- bmo е (92р) т] 


нр ee 下] 


бүк») 

= Imig’ g) 

= (2.1.13) 
在 此 过 程 中 按 (2. 1. 9) 式 的 不 等 式 在 非 相对 论 近 似 下 果然 得 到 了 原来 的 非 相对 论 
量子 理论 的 几率 表示 式 . 综合 以 上 讨论 可 得 出 如 下 结论 :K-G 方程 可 以 给 出 正确 
的 非 相对 论 极 限 情 形 . 
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2.2 Dirac 方程 


针对 К-С 方程 具有 负 能 量 、 负 几率 密度 等 物理 上 不 合理 的 缺点 ,Dirac 试图 另 
外 建立 一 个 既 没 有 上 述 缺 陷 又 符合 协 变性 要 求 的 相对 论 性 量子 力学 的 动力 学 
方程 . 


2.2.1 Dirac 方程 的 建立 


(a) 分 析 一 下 К-С 方程 可 知 , 负 几 率 密度 (y* ay%) 是 因为 K-G 方程 中 含有 + 
的 二 次 微 商 造成 的 ,所 以 首要 的 一 点 是 希望 建立 的 方程 只 含 : 的 一 次 微 商 . 

СЬ) 如 果 要 求 相对 论 方程 只 含 : 的 一 次 微 商 , 则 从 协 变性 要 求 来 看 ,对 空间 变 
量 的 微 商 也 应 该 是 一 次 的 . 

除 此 之 外 , 若 还 要 和 希望 保持 酬 定 词 方程 的 形式 


n% = йр 220D 
及 按 上 面 的 考虑 也 只 能 含 空间 变量 的 一 次 微 商 ,所 以 及 必须 写成 算 符 的 一 次 式 
H=ca ртс (2.2.2) 
如 果 我 们 和 以 往 讨论 非 相 对 论 性 量子 理论 那样 也 对 这 一 方程 寻求 平面 波 解 
p= «йт» (2.2.3) 
ҚАО. 2. 1) 式 有 
‹Е—са+р—8тс\ф=0 (2.2.4) 


将 上 式 左 乘 以 (E+ca，p 十 Bmc*) 得 
(Е? —e [арі Hapi + аїрї + база Haa) papy 
+ (аа, + acay) p,p: + (аа, Haas) papa] тев" 
—тк?[ 608 + pa.) р, + Са,8 + Ва„)р, +-а.8 + Ва.) plp = 0 (2.2.5) 
从 (2.2.5) 式 看 出 ,如 果 要 想得到 正确 的 相对 论 质 能 关系 8 必须 满足 以 下 条 件 


аё=а}= ?一 1 


aa, 十 ar = аа. + аа, = аа, Каа. = 0 2.2.6) 
a+ Ва. = aB + pa, = aß + pa. = 0 

在 得 到 (2. 2. 6) 式 时 我 们 有 意 地 保持 a;,8 的 乘积 次 序 , 这 样 做 的 原因 从 下 面 的 讨 

论 可 以 清楚 看 出 . 上 面 的 第 一 式 没有 什么 特别 的 地 方 ,因为 普通 的 数 就 可 以 满足 . 

但 是 ,第 二 式 及 第 三 式 说 明 要 а, за, ,a:,B 间 两 两 相互 反对 易 , 这 就 肯定 它们 不 可 能 

是 普通 数 , 这 就 是 为 什么 在 写 出 (2. 2. 5) 式 时 有 意 保留 它们 的 次 序 的 原因 . 一 个 恰 

当 而 简单 的 方案 是 将 它们 表示 为 数 的 矩阵 ,因为 矩阵 可 以 满足 反对 易 关系 . 下 面 继 
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续 讨论 (2. 2. 6) 式 中 及 有 都 是 矩阵 的 详细 内 容 及 含义 . 
Са) a 应 当 是 方 阵 . 因为 哈密 顿 量 是 厄 米 算 符 , 即 Н Н". 当 Н ОЗЕН, 


志 中 的 矩阵 应 当 变 成 它们 的 共 信 矩阵 ,这 就 要 求 a,p 也 是 厄 米 矩 阵 . 只 有 方 阵 才 
可 能 是 厄 米 和 矩阵 - 
(b) 根据 (2. 2. 6) 式 的 第 二 式 及 第 三 式 的 两 两 反对 易 的 关系 可 知 ,a,P 必须 是 
四 个 独立 的 NXN РЕ. 
Сс) N 必须 为 偶数 :可 以 任 取 其 中 一 个 反对 易 关 系 
aa; 一 一 am 
来 看 . 取 上 式 左 、 右 方 的 行列 式 得 
det(aaj) = det(—ajas) = det( 一 To + а) 
再 利用 矩阵 行列 式 的 性 质 得 
Чеї(а,) » деї(а,) = det(— I) * det(a,) * деа) 
这 要 求 
det(—D=1 
即 Roly 
因此 N 必 为 偶数 . 
(d) М 必须 大 于 2: 前面 已 谈 到 a, 应 当 是 四 个 互 为 独立 又 互 为 反对 易 的 答 
PE. 如 果 N=2,2X2 的 矩阵 只 能 有 三 个 独立 并 互 为 反对 易 的 e 矩阵 , 即 泡 利 矩阵 ， 
不 能 满足 要 求 . 
Се) 根据 上 面 的 讨论 ,最 自然 的 考虑 取 N= 二 4, 可 以 直接 验证 如 下 选 定 的 ap 
就 满足 (2. 2. 6) 式 的 所 有 要 求 . 
< o) (1 № 02.2.7) 
不 过 要 指出 的 是 这 只 是 一 种 选择 ,还 可 以 选 定 其 他 的 矩阵 表示 . 
CO 值得 着 重 指出 的 是 ,a,p 是 4X4 的 矩阵 这 一 点 说 明 Dirac 方程 的 波 函数 
不 是 普通 的 一 个 函数 ,而 是 四 个 一 列 的 波 函 数 , 即 
Ф 
h 
“= |, (2.2.8) 
Ф 
这 个 结论 告诉 我 们 Dirac 原本 是 想 建立 一 个 克服 K-G 方程 中 负 几 率 密度 的 相 
对 论 方程, 结果 是 虽然 达到 了 这 个 目的 ,但 建立 的 Dirac 方程 却 不 是 K-G 方程 处 理 
的 物理 系统 ,而 是 一 个 具有 四 个 内 部 自由 度 (分 量 ) 的 物理 系统 
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2.2.2 粒子 的 内 部 自由 度 一 一 自 旋 


在 上 一 节 里 已 谈 到 ,Dirac 方程 与 K-G 方程 之 间 的 不 同 点 是 前 者 描述 的 系统 
是 包含 四 个 内 部 自由 度 或 四 分 量 波 函数 的 粒子 ,而 后 者 是 波 函 数 只 有 一 个 分 量 的 
粒子 .下面 我 们 将 指出 从 物理 的 实质 来 看 ,前 者 描绘 了 具有 自 旋 的 费 米子 的 动力 学 
行为 而 后 者 描绘 的 是 无 自 旋 玻 色 子 的 动力 学 规律 . 现在 就 来 讨论 Dirac 方程 中 粒 
子 的 内 部 自由 度 为 什么 描述 的 是 自 旋 . 

(a) 首先 来 看 Dirac 方 程 是 否 能 给 出 动量 守恒 的 结论 . 因为 现在 写 出 的 方程 没 
有 包含 任何 外 势 的 作用 , 它 是 描述 自由 的 相对 论 性 粒子 的 方程 ,所 以 动量 应 当 守 
恒 , 可 证 明 如 下 :由 于 5 与 一 个 数 和 矩阵 mc 人 8 自然 是 可 对 易 的 ,因此 

[Р.Н] = [Pca + рт) = 0 

可 见 ,p 与 及 对 易 ,p 是 守恒 量 , 动量 守恒 成 立 . 

CO) 角 动 量 是 否 也 守恒 . 要 回答 这 一 问题 , 先 看 一 下 轨道 角 动量 的 变化 率 


dh. HLEN = Ho$. 一声) sca + рт 
= 00. 一 二 ,ca • р) 
= (Суар, 2р. —[е+а.р.1р›} 
= бар, ар) 
dh pdi ундор, 合并 写成 
сахв (2,2,9) 


这 个 结果 表明 ,如 果 Dirac 方程 描述 的 粒子 只 具有 轨道 角 动 量 , 则 角 动 量 就 不 
会 守恒 . 但 角 动 量 守恒 对 于 自由 的 粒子 来 说 是 应 当成 立 的 . 解决 这 一 疑难 唯一 的 出 
路 是 Dirac 方程 描述 的 粒子 应 当 还 具有 一 种 内 豪 的 角 动 量 一 一 自 旋 . 为 此 ,假定 粒 
子 的 自 旋 角 动量 为 


(2. 2, 10) 
其 中 


ө 0 
=-[5 а) (2.2.11) 
在 证 明 这 种 假定 的 正确 性 以 及 为 下 面 的 计算 作 准 备 之 前 , 先 看 一 下 了 与 m 的 对 易 
ЖЖ. 应 用 (2. 2.7) 式 的 a 的 表达 式 , 有 
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х.а]= ГА т] 


af 0 2ш, 
|, 0 
根据 上 面 的 对 易 关系 ,可 得 自 旋 的 时 间 变 化 率 为 
ха + ртс) 


]+ (2. 2. 12) 


=- 10564: b] 
=- 15.3] 
=- [х1 
—Ї > 2іемааф, 
=— Јанар, 
= сах), 《2.2.13) 
结合 (2. 2.9) 及 (2. 2. 12) 式 知 粒 子 轨 道 角 动 量 及 自 旋 之 和 的 总 角 动 量 
1=1+8 (2.2.14) 
是 守恒 的 ,此 外 由 
о о 
0 0 
1 0 
0 –1 
知 5. 的 本 征 值 是 士 去 i, 因 此 得 到 的 结论 是 Dirac 方程 是 描述 自 旋 为 志 的 粒子 的 
相对 论 性 方程 . 
2.2.3 Dirac 方程 的 平面 波 解 
由 于 在 自由 电子 的 Dirac 方 程 
请 % = Hy = (са + p+ тс? 
中 系统 的 哈密 顿 量 与 对 易 


[pA] = 0 
说 明 系 统 具 有 动量 P 与 能 量 共同 的 本 征 态 . 换 句 话 说 ,Dirac 方程 应 当 有 如 下 的 平 
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面 波 解 
ф = иреет (2. 2.15) 
其 中 u(p) 是 依赖 于 p HIER. 将 (2. 2. 15) 式 代入 Dirac 方程 ,得 到 u(p) 满 足 的 
矩阵 方程 
(са *p 十 mesp)u(p) = Eu(p) (2. 2. 16) 
为 简单 计 , 把 p 的 方向 取 作 < 方向 , 则 (2. 2. 16) 式 中 的 a，p 简化 为 a:p. 再 将 它 写 
成 明显 的 矩阵 形式 ,得 


о о p оГ 0 0 оч[ш 
0 0 0 — | |и 0 1 0 0 и 
фа 
p o о о ||." оо -1 о 
0 =e 0 ој о 0 H lu 
ш 
=5|“ 《2.2.17) 


上 述 的 矩阵 方程 可 以 按 行 分 别 写成 四 个 联 立 的 方程 组 . 
(me? — E)u 十 cpous = 0 
cpu, — (me? + Еи, = 0 
(me? — E)us — cpu, = 0 
— cpu: — (m? +E)u = 0 
《2. 2. 18) 式 实质 上 分 成 了 两 组 ,mw 与 ws,us 与 и, 耦合 的 方程 组 . 它们 的 有 解 条 
件 为 


(2. 2. 18) 


т? Е +ep 


a= | =0 2.2.19 
+ер —(m’+E) 
由 上 式 可 知 这 两 组 方程 组 有 共同 的 能 量 本 征 值 . 
Е,=+ татар (2.2.20) 
代 回 (2. 2. 18) 式 得 
а = [е] (2.2.21) 
u = [me je (2.2.22) 


从 上 两 式 来 看 平面 波 解 仍 未 完全 确定 , 它 只 给 出 u 与 w ,wu 与 и, 的 关系 ,因而 仍 
留 下 两 个 分 量 未 定 . 究 其 原因 是 源 自 量子 理论 中 的 一 条 基本 规律 , 那 就 是 量子 态 要 
完全 确定 下 来 需要 把 一 个 系统 的 物理 量 完全 集中 的 所 有 量子 数 都 确定 下 来 . 在 寻 
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求 平面 波 解 时 定 下 了 动量 p, 又 从 方程 (2. 2. 20) 确 定 了 ,然而 只 是 p УЕ 还 构 不 
成 一 个 完全 集 ,要 成 为 完全 集 还 需要 加 上 角 动量 量子 数 . 
因为 已 选 p 的 方向 为 < 方向 ,p. 二 p, 二 0. 所 以 
l = ар,—ур,=0 
这 时 角 动量 的 = 方向 分 量 为 
天 = S. 一 去 忆 (2. 2.23) 


因此 要 完全 确定 平面 波 解 还 需要 该 解 同时 也 是 j-( 即 3.) 的 本 征 态 . П, 的 本 征 值 
RAEL 两 个 值 ,为 此 现在 再 加 上 这 一 条 件 


w) п о о оГ uy 
w| |o —1 0 0 ||| |u 
Bo оз о 1 (2. 2. 24) 
Ms 0 0 | M, 
由 上 式 得 
ш 一 士 四 ,一 由 иц еи, —u Ещ (2, 2. 25) 


msh ОШ ш.ш=0 mm 可取 为 1 
由 (2. 2. 25) 式 得 出 如 下 的 结论 : А 
如 S, 取 作 一 2 则 www 一 0 uw 可 取 为 1 


这 样 解 就 完全 确定 下 来 了 ,共有 四 种 ,它们 分 别 是 


1 
0 
һЕ=Е,,5б,=% и М (у (2,2, 26a) 
тс +E, 
0 
0 
1 
ФЕ = Е,,5, =-4 uw=N| о (2. 2. 26b) 
— 29 
THE 
mim А. 
mE 
pE=E,S.= + am = № (2. 2. 26c) 
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prE=E,S. --+ (2. 2, 26d) 


上 面 四 个 式 中 的 归 一 化 因子 N A 


в чн 

м-т (2.2.27) 
从 平面 波 解 的 讨论 中 可 以 看 到 ,尽管 Dirac 方程 克服 了 K-G 方程 负 几率 密度 的 困 
难 ,但 负 能 量 的 解 依然 存在 

E=- Vm Fer 

随 着 р 的 增 大 ,能 量 取 负 的 更 大 的 值 . 其 结果 是 任何 能 量 (包括 负 能 量 ) 的 电子 都 
不 会 是 稳定 的 ,因为 总 存在 比 它 更 低 的 状态 . 为 了 克服 这 一 困难 ,Dirac 利用 Pauli 
不 相 容 原理 提出 了 电子 海 的 概念 . 他 假定 自然 界 中 的 物理 真空 态 的 所 有 人 负 能 级 状 
态 都 被 电子 所 填 满 ,这 种 填 满 的 情况 没有 任何 物理 效应 而 且 能 量 为 0, 不 相 容 原理 
将 阻止 任何 电子 向 负 能 级 过 渡 . 当 电 子 海中 由 于 激发 有 一 个 电子 从 负 能 态 路 迁 到 
正 能 级 Ei, 时 ,这 时 系统 的 总 能 量 是 

Е.Е) = En +E 
另 一 方面 ,根据 假设 负 能 级 填 满 时 应 当 没有 任何 电荷 效应 ,而 现在 电子 海中 由 于 缺 
乏 一 个 电子 (负电 荷 ) 所 以 其 净 效应 为 一 (一 e) = He. 综合 以 上 分 析 , 这 时 从 物理 效 
应 看 等 价 于 出 现 一 个 能 量 为 已 + ,电荷 为 一 e 的 电子 及 一 个 能 量 为 E-( 仍 为 正 能 
ED ,电荷 为 十 e 的 空 穴 的 状态 . 虽然 Dirac 的 电子 海 的 看 法 在 量子 理论 中 只 能 看 
做 是 一 个 合理 的 假定 ,但 在 以 后 的 量子 场 论 的 理论 框架 下 从 理论 上 实现 了 这 种 空 
穴 - 正 电 子 的 构想 ,同时 还 去 掉 了 不 自然 的 电子 海 的 假设 . 所 以 可 以 说 Dirac 的 电 
子 海 及 空 穴 的 思想 是 量子 场 论 中 的 反 粒 子 思想 的 萌芽 . 


2.3 包含 电磁 场 的 Dirac 方程 及 其 非 相 对 论 极限 


2.3.1 包含 电磁 场 的 Dirac 方程 


首先 要 讨论 如 何 将 描述 自由 粒子 的 Dirac 方程 推广 到 包含 有 电磁 场 的 情况 . 
在 经 典 的 电动 力学 中 , 当 有 电磁 场 时 能 量 Е 改写 成 E 二 ep, 机械 动量 p 改写 成 正 


则 动量 p 十 A ,9 与 4 分 别 是 电磁 场 的 标量 势 和 矢量 势 . 在 量子 理论 中 ,能 量 已 由 
ЯЛ 名 表征 而 动量 р hR ih VTE. 因此 将 经 典 电动 力学 推广 到 对 应 的 包 
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含 电磁 场 的 量子 理论 时 便 有 
heinde 
-ik Vii V+ ÉA 
将 它们 代入 自由 粒子 的 Dirac 方程 就 得 到 包含 电磁 场 时 的 Dirac 方程 
каа) са + (2+6) =0 (2.3.1) 
为 了 方便 讨论 这 一 方程 的 非 相对 论 极限 ,将 上 面 的 方程 再 作用 以 
(ња +е)+са. (Р+ ©А)+ кїр 


得 
(0 аар) Газ ре Баз (ep +оо (вае) 
一 (总 + 四 je. сред) те) (2,3,2) 
下 面 将 (2. 3. 2) 式 作 进一步 的 化 简 并 分 别 讨论 其 中 的 项 . 
(a) 利用 公式 
(а. Â) (a + В) = (А.В +8 -À X È (2.3.3) 
可 求 出 


Га • (ср ед) 
= (ср +A)’ +iE [Ce HA) Х (ср ед0) 
ср + еА) іе + фХА+АХ р) 

= (сф +A) і + [—ih(VXA+AXV)] 

= (сф +A)’ +ehcE + В (2.3.4) 
在 得 到 上 式 的 推导 过 程 中 第 二 行 到 第 三 行 利用 了 户 X 疡 一 AX4 一 0, 最 后 一 个 等 式 
应 用 了 


i[VXA+AXV]4 

= [ÐA p — dA p +A, dp — Adli 

= їбә,А, — Ә.А) = iBy 
以 及 相应 的 y,z 方向 的 等 式 . 


D а+(ср+еА)(% Энер) (in 总 +ep)a +(ср+еА) 
Sea (Ай Em Зл) teca Фр pP) 


= іа * (Эл) ека * vo 


+. 高 等 量子 力学 


=іеһса + Е (2,3,5) 
最 后 一 个 等 式 利用 了 


把 得 到 的 (2. 3. 4) 及 (2. 3. 5) 式 代入 (2. 3. 2) 式 中 得 
[(% Өнер) 一 (сй-+-еА)#—тё‹* — с> + B+idce .Elp=o 
(2.3.6) 
另 一 方面 将 自由 粒子 的 К-С 方程 
2) 一 = й—тс]р—0 
也 按 同 样 的 原则 推广 到 包含 电磁 场 的 情形 , 则 有 
ка) сера те ро (2.3.7) 
将 (2. 3.6) 式 与 (2. 3.7) 式 作 比 较 , 便 可 以 看 出 Dirac 方程 之 所 以 多 出 了 后 面 两 项 
是 因为 它 描述 的 粒子 具有 自 旋 的 原故 . 
2.3.2 非 相对 论 极限 
为 了 更 清楚 地 看 清 这 一 点 ,可 对 (2. 4. 6) 式 作 非 相对 论 极限 下 的 近似 . 沿用 前 
面 的 做 法 ,将 波 函 数 几 写成 
р Фет 
并 仿照 前 面 分 别 对 (2. 3. 6) 式 中 的 各 项 进行 讨论 : 
w (вв) y| (in tep) оте (it Ә-+ер)Ф+ imi tepo) et 
略 去 右 方 的 二 阶 小 量 ,得 
(в 2 +) у= [me + 2m (in 8 te) pe (2.3.8) 
СЪ) 将 (2. 3. 6) 式 中 的 eca。 EE 与 上 式 中 的 2mcsey 作 一 个 量 级 上 的 比较 . 
为 此 将 粒子 波 函 数 分 布 的 范围 大 小 记 作 R;: 粒 子 的 (平均 ) 速 度 记 作 v, 可 表 
示 为 
v=ca 
这 个 关系 可 以 简单 证 明 如 下 : 海 森 堡 图 像 中 , 算 符 v 为 


›=Ж = dir H]= {уса + p+pn] 


= еа - р) са[г,р]=са 
粒子 的 动量 和 范围 有 以 下 的 测 不 准 关系 
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от) -R~k 
另 一 方面 由 势 和 场 强 的 关系 有 9 一 RE 
有 了 这 些 量 级 上 的 关系 后 可 得 
hca:E _ jE _», h v 
2тстер бт RE ~ 2A ` mR 20 
在 非 相 对 论 近 似 下 /C1, 所 以 eica* Е НЕ 2тсер 来 可 以 略 去 . 这样, 考 
虑 到 (a) 和 (b) , 则 在 非 相对 论 极限 的 近似 下 方程 变 为 
АРУСЕ ғ 02.3.9) 
PERMIE Т ТОГ На REIA ЧЕ РЕ ЕЕ IIA EE, ME EEH 
对 论 量子 力学 中 粒子 由 于 具有 自 旋 , 因 而 有 由 于 自 旋 产 出 的 磁 矩 与 外 磁场 的 相互 
作用 . 进一步 地 ,这 也 印证 了 量子 理论 本 来 就 包含 粒子 的 自 旋 以 及 粒子 的 固有 磁 矩 


з= 的 结论 。 


2mc 


2.4 Dirac 自由 电子 的 Zitterbewegung 


2.4.1 问题 的 提出 


前 面 已 讨论 过 ,自由 电子 的 相对 论 Dirac 方程 为 
Н = са + р+ пс? 24D 
自由 电子 沿 某 一 方向 ,例如 т 方向 的 速度 算 符 是 去 1. 用 海 森 保 的 图 像 讨 论 ,任何 
力学 量 对 时 间 的 导数 由 下 式 决 定 


ë= lê (2.4, 2) 
将 上 式 应 用 于 т, 有 
э = БЫ = ап (2.4.3) 


于 是 会 有 如 下 的 问题 :由 于 a 的 本 征 值 为 士 1. 所 以 在 粒子 处 于 w 的 本 征 态 时 ,去 | 
的 期 待 值 应 当 是 士 c. 即便 状态 不 是 处 于 а, 的 本 征 态 ,而 是 两 种 本 征 态 的 组 合 . 电 
子 的 速度 期 待 值 也 应 当 是 量 级 的 极 大 的 速度 . 但 为 什么 实际 的 自由 电子 的 观测 
速度 可 以 是 大 大 低 于 光速 的 普通 速度 呢 ? 此 外 ,前 面 讨论 过 自由 电子 的 动量 p 一 
定 的 平面 波 解 ,那里 动量 p 可 以 取 任何 低 于 c 的 值 . 可 见 p 与 之 间 也 不 会 有 对 
应 的 经 典 相对 论 性 的 关系 . 对 于 这 样 一 个 表面 看 来 的 疑难 问题 ,Dirac 作 了 如 下 的 
解答 . 
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2.4.2 Dirac 的 解答 与 Zitterbewegung 


为 了 回答 上 面 的 问题 ,必须 求 出 wm 算 符 随时 间 2 的 变化 . Dirac 在 他 的 《量子 
力学 原理 ) 一 书 中 是 这 样 来 计算 a 算 符 随 : 的 变化 的 : 作 іла: 的 时 间 导 数 
а, = [m  H]= a H — Ha 
= 2a, H— (a H+ На) 
上 式 中 右 方 的 第 二 项 是 a 与 H 的 反对 易 关系 . 代入 (2.4. 1) 式 中 的 HA 
a H+ На = а (a pi) + Саа Раз = 2р 
因此 得 
йй = 2a, H — 2ep, =— 2Ha, 十 2cp， 2.4.4) 
由 于 HM p 都 是 守恒 量 , 故 它们 对 + 求 导 为 零 . 因此 从 (2. 4. 4) 式 的 第 一 个 等 式 
的 两 端 求 导 得 
ыл =2аН (2.4.5) 
积分 后 得 
а = бе (2.4.6) 
ERP в! 是 :==0 时 aa 的 初始 值 . 这 里 要 提请 注意 的 是 a9 及 Н 都 是 算 符 , 因 此 
要 保持 它们 的 顺序 . 现在 回 到 (2. 4. 4) 式 ,将 其 改写 成 
а = Бакан +2epH>) 
再 把 (2. 4. 6) 式 代 人 上 式 便 得 到 
а = Fihte H Бен" (2.4.7) 
将 上 式 代 回 (2. 4. 3) 式 得 
d = Fiial" H керн 
将 上 式 积分 ,最 后 得 到 
1 


x 一 一 qrat tH +epH’t+a (2.4.8) 


至 此 ,从 相对 论 自由 电子 满足 的 Dirac 方程 出 发 导出 了 自由 电子 运动 的 坐标 算 符 
随 :变化 的 公式 . 从 (2. 4. 8) 式 我 们 可 以 得 出 下 面 的 结论 ,并 可 回答 2.4. 1 节 中 提 
出 的 问题 . 

Са) (2. 4. 8) 式 右 方 的 第 二 项 告诉 我 们 ,粒子 坐标 随 : 变化 的 这 一 部 分 是 按 恒 
ERER PH pli e MAY. 如 果 (2. 4. 8) 式 右 方 的 第 一 项 不 存在 . 那么 粒子 的 坐标 
(或 速度 ) 与 动量 p 的 关系 确 有 经 典 的 相对 论 关系 . 但 因为 有 了 第 一 项 ,这 种 关系 
不 再 成 立 . 
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(b) (2.4. 8) 式 第 一 项 是 一 个 粒子 在 作 振 荡 对 т. 的 贡献 . 这 也 就 是 说 ,尽管 粒 
子 的 瞬时 速度 是 c 的 量 级 ,但 观测 速度 却 是 一 段 时 间 间 隔 中 瞬时 速度 的 平均 值 . 在 
第 一 项 迅速 振荡 的 情形 下 ,虽然 恒定 的 第 二 项 和 第 一 项 的 总 和 使 粒子 的 瞬时 速度 
是 c 的 量 级 ,但 其 观测 值 在 一 段 时 间 间 隔 中 作 平均 时 会 将 第 一 项 的 振动 贡献 平均 
掉 , 净 的 观测 速度 值 只 有 来 自 第 二 项 的 贡献 . 相对 论 自 由 电子 运动 时 这 种 振动 的 存 
在 会 自然 ,合理 地 解释 上 一 小 节 中 提出 的 疑问 . 这 种 振动 就 是 所 谓 的 相对 论 粒子 的 
Zitterbewegung. 

(с) 由 以 上 的 讨论 知 (2. 4. 8) 式 中 的 a 并 不 直接 就 是 粒子 在 :一 0 时 的 位 置 .a 
和 第 一 项 在 :一 0 时 的 值 之 和 才 是 粒子 的 初始 位 置 . 


2.43 Dirac 方程 的 玻 色 算 符 表示 


虽然 自由 电子 的 运动 有 Zitterbewegung 的 现象 ,但 直接 用 实验 证 实 其 存在 是 
很 困难 的 ,原因 是 这 种 振动 的 频率 极 高 ,振幅 又 小 . 不 过 ,人 们 虽然 不 能 对 自由 电子 
的 Zitterbewegung 作 直接 的 观测 ,但 能 利用 阱 中 囚禁 的 离子 来 模拟 它 , 因 为 阱 中 
的 离子 在 恰当 条 件 下 服从 的 运动 方程 的 形式 和 自由 电子 的 Dirac 方程 一 样 . 观测 
阱 中 离子 的 Zitterbewegung 可 以 可 操控 的 方式 进行 . 这 样 一 来 ,就 需要 把 上 面 的 
讨论 继续 进行 下 去 . (2. 4. 8) 式 还 只 是 原则 上 肯定 Dirac 粒子 的 运动 含有 平 动 及 振 
动 两 部 分 ,但 还 需要 同时 知道 粒子 的 态 矢 ,才能 定量 地 求 出 о) Ж. 在 不 同 的 初始 
状态 下 ,振动 有 些 什么 细节 上 的 不 同等 都 需要 把 粒子 的 运动 完全 解 出 后 才 方便 讨 
Ж. 为 此 ,我 们 首先 要 做 的 是 将 Dirac 方程 用 玻 色 算 符 来 表示 . 下 面 将 会 清楚 看 到 
这 样 做 的 好 处 . 

JAR Dirac 方程 的 平面 波 解 的 过 程 中 ,我 们 已 看 到 ,自由 粒子 自 旋 态 向 上 、 向 
下 的 投影 之 间 是 相互 独立 的 . 换 句 话说 ,它们 满足 的 方程 是 脱 看 的 . 因此 ,为 了 下 面 
讨论 的 简便 起 见 ,我 们 的 讨论 就 限定 在 一 定 的 自 施 投影 态 上 . 为 此 可 将 四 行 四 列 的 
Dirac 方程 简化 为 二 行 二 列 的 形式 ,其 次 把 粒子 运动 的 方向 取 为 zx; 的 方向 ,这 样 可 
把 Dirac 方程 表示 为 

H= аф тв 


一 G o+ (0 21) (2.4.9) 
引入 玻 色 算 符 


g = даа? 


же? 


将 (2.4.10) 式 代入 (2. 4. DRH KIR 


(2. 4. 10) 
万 一 
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eo) 
为 书写 简便 , 记 
=£ (2.4.12 
则 有 
н- (, Пааа + (0 le (2.4.19) 


2.44 “ 字 称 与 宇 称 -能 量 共同 本 征 态 
首先 要 指出 的 是 ,自由 粒子 的 哈密 顿 量 和 宇 称 算 符 立 是 对 易 的 . 换 句 话说 , 宇 
称 是 守恒 量 , 即 
[i,H]=0 (2.4.14) 
其 中 立定 义 为 
й=ехр[(# +} )+а'а] (2.4.15) 
为 简便 ,(2. 4. 14) 式 的 证 明 仍 用 Н 的 二 行 二 列 形式 . 回 到 原始 的 四 行 四 列 形式 证 
明 过 程 几乎 完全 一 样 .为 下 面 的 证 明 作 准备 , 先 看 一 下 生 十 去 的 矩阵 形式 
1_f o 119) 10 
+1 (0 К ШОЛ Al e416) 
(2. 4. 14) 式 的 证 明 等 价 于 计算 下 式 
ПНП = ПОАаз (ar 一 a) + трг? 
= ПЧїАа(а*— а" + Поп П (2. 4.17) 
(а) Ame pir 
НН) таре СН 
тарна) . сн 
一 mczB (2.4.18) 
最 后 一 个 等 式 的 得 来 源 自 B 与 万 中 的 所 有 算 符 都 对 易 . 
(b) ПЧАа,(а*— аз“ 
SiAn T Ша? ай! 
ід. Н) пеН) оао (а ауе нао 
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这 里 最 后 一 个 等 式 的 得 来 是 因为 只 需 保留 立 中 与 ai 或 (a* 一 a) 的 不 对 易 的 部 分 . 
сә О ен) 


Ена 

-@ oa 90 Әә oo ol ӨЙ 
-@ +0 е oo в aa + 
+авю[( | 9-6 o)l 

十 eo[ odio oh +" 

-CE ore н вво a) 


十 击 (一 im ( +" 


21 
=el oth ае oG o) 
=-( }=— (2.4.19) 


СФ) ена? —a)e we 
оннан ае днае? 
一 上 + 十 in[aravat] 十 而 (ix)[atav[ataveat]] 十 … 
—atinla* asa] +4 Gn) [a*a [a* a,a]]+) 
Sat на +j Giat + 
а-а баа) 
Serat еа (a*—a) (2.4.20) 
H2. 4. 18), (2. 4. 19) 及 (2.4 20) 式 代入 (2.4. 17) 式 得 
HI =iA(—a)(a—a)+mp=H 
即 Пн = НП, 02. 4. 14) 式 得 证 . 
在 证 明了 Dirac 自由 粒子 具有 守恒 量 宇 称 之 后 ,人 们 自然 会 想到 能 否 求 出 宇 
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称 与 能 量 的 共同 本 征 态 . 前 面 求 出 的 平面 波 解 实际 上 是 动量 和 能 量 的 共同 本 征 态 . 
下 面 我 们 会 看 到 ,求解 宇 称 和 能 量 共同 本 征 态 的 意义 不 单 是 找到 另 一 种 共同 本 征 
态 , 它 也 是 讨论 Zitterbewegung 的 必要 准备 . 可 以 证 明 Dirac 自由 粒子 的 宇 称 和 能 
量 的 共同 本 征 态 一 定 取 如 下 的 形式 


Е 
D= 190) (2.4.20) 
其 中 
| Ph) = Fi cette F ebte | 0) (2.4. 22) 
| Wa) = Fret itet tettet у| оу (2.4. 23) 


(2. 4. 22) 和 (2. 4. 23) 两 式 中 的 加 减 号 上 面 对 应 于 宇 称 本 征 值 也 一 十 1 的 情 
形 , 下 面 的 对 应 于 了 = 一 1 的 情形 . 

Са) 宇 称 本 征 态 . 

考察 (2.4. 22) 和 (2.4. 23) 式 中 的 (et tet Беан у |0), Се tee" 
жес” )10) 一 el (ew Ee" )10) 看 出 , 当 将 指数 上 的 算 符 展开 下 来 后 
e ”只 贡献 偶数 的 粒子 数 态 ,而 ее ее 分 别 贡 献 偶数 及 奇数 的 粒子 数 态 . 因 
此 有 

Сенен ебе) | 0) 
ый | 2n) 只 含 偶数 粒子 数 态 


У, | 2 十 1) 只 会 奇 数 粒子 数 态 


当 我 们 用 字 称 算 符 并 作用 到 (2. 4. 21) 式 的 态 和 撩 上 时 ,可 得 


Å y= ен) ( #j 
А 


емее j | 
|) 


У) енор | 2n+1) 


бано | | 


Ef. | 2a) E fu | 2n) 
е. Df | 2n) | Bero f, | 2л) 
ибаа) ы 
° Ep. lt Уен д |2n+1) 
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Eo. | 2n+1) 
Ы |) 
УУ. 12n) ( ) 
=} = =} (2.4. 24) 
EAE] Я Кө 
” | 2) 
У -oa 12+ 


这 样 就 证 明了 (2. 4. 21),(2. 4. 22) , (2. 4. 23) 式 的 确 是 宇 称 详 的 、 对 应 本 征 值 了 = 
士 1 的 本 征 态 . 
(b) 为 了 证 明 (2. 4. 21), (2. 4. 22), (2. 4. 23) 式 也 是 能 量 的 本 征 态 ,将 它们 代 


入 定 态 方程 
БҮР ЖОТО 1 0 К 
нь=[(, „ме a+ ee] is) 
IY) 
-Ef a) (2. 4. 25) 
将 上 式 按 上 、 下 分 量 写 出 
{А(а*—а) |+) +me? | и) =E | Wi) (2. 4. 26) 


iAlat—a) | Pi) +me? | W) = E | W) .27) 
先 讨论 了 三 十 1 的 情形 . 将 (2. 4. 22) 和 (2. 4. 23) 式 取 上 指标 的 表示 式 代入 
(2. 4. 26) 及 (2.4. 27) 式 ,得 


iA(at— Fs (ede te 十 er )| 0) me? Fy Gel ee 一 
= ЕР, (et + — ee’ )| 0) 

iA(at—a)F Сей? в )| 0) + кї, Сей + et we у| 0) 
= ЕР, (ett te + et )| о) 

即 

ДаР, (ete te — ebt )| 0) Hmc? Fy Сене — ві у| 0) 

= EF, (ed ete’ еен роу 

—iAaF (et 7 )| 0) — met Fa (ей te + eke 
= ЕЕ; (et te + et у оу 
最 后 得 


+ 


АИ 


010) 


—1їАаЕ; + тк*Е, = ЕЕ, 
一 ioP —m’F, = ЕЕ. 
联 立 方程 组 有 解 的 条 件 为 
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= (Е — т?с) + Аа? = 0 


即 得 
Е=+ Vme Аа? (2. 4. 28) 
和 原来 已 知 的 质 能 关系 比较 ,可 知 a VIE a= 18. 于 是 有 
Е=+ Vm ҒА (2, 4. 29) 


EE-m__ Ав 
A ri (2.4.30) 


由 于 对 应 于 同一 个 及 有 E» ,E_ 两 种 解 ,而 且 现 在 还 没有 对 态 和 进行 归 一 ,所 以 我 
MARA E NSR F= oop Eai E- WERF =,F =p Aa. 
这 样 约定 后 ,可 将 解 重新 表示 为 
了 一 十 1: 

Е. 


мет? уро) (2,4. 31) 


Гм фу) = Таа wt а )| 0) (2.4.32) 


E+ 
Е, 
изэ фә = а ektet] 0) (2,4, 33) 


|?) = Себе на + оет | оу (2.4.34) 
以 上 四 式 中 的 (十 ,十 ),( 十 ,一 ) 表 示 宇 称 和 能 量 分 别 取 正 、 负 的 情形 .对 于 П=—1 
的 情形 ,可 以 类 似 地 推导 ,得 出 和 (2. 4. 28) , (2, 4. 29) 及 (2. 4. 30) 式 一 样 的 结果 . 按 


上 面 的 约定 可 表示 为 
п=—1‹ 
Е. 
Го фр) = Себа? оа у| оу (2, 4. 35) 


ио = Ee ed уру (46 
E: 
77 (0) = 


авгон pekti 
Е 00 тї Фев уроу (2.4.37) 


L PES) = (ее 


(2, 4. 38) 
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2.4.5 Zitterbewegung 的 讨论 


为 了 使 Dirac 粒子 的 位 置 或 速度 期 待 值 取 有 限 的 确定 值 ,必须 用 波 包 形式 的 
态 矢 .为 了 计算 简便 起 见 , 选 择 如 下 的 波 包 , 即 初始 态 为 


1z= 0) = fet т?) H О?) H С?) + de 


(2.4. 39) 
的 形式 . 
Са) 先 计算 (t 一 01z 一 0》 
а=01:=0 


= [pag e Сере Ср) |+ С В) |+ (С? СВ) |+ А В) |] 
СР Э H PEED H р Э) H 4 07 
ЕАС СЕ yr A) + (Ор | О 


+ р | P+ СЕС? С | и (80) (2,4. 40) 
最 后 等 式 的 得 到 应 用 了 不 同 宇 称 及 不 同 能 量 的 本 征 态 相互 正 交 的 性 质 . 将 
(2.4. 40) 式 详细 写 出 为 

а=01:=0) 


= |е dpdg [wh |р Ө) + (Р? ио + (И? | иу 
HOS | ӨР?» + ОИС” | ИГ?) + (ГӨ + | ФГ?› 
+в? |370] 

= [енини ааа Eco | cet — ebati сенне — eketa") | 0) 


АВ ае уге} +." 
+ Er Fe | (d+) 
ата-а teta 
+e? )1 +E ET 1601 Сен" 一 et у 


(Ce — ebt )| 0) + (0 | Ceba + otatte ) Севен? 
十 四 уро) 4-00 | Сейнт tetat y Сене + ett" у| 0) 


АЗ 4. э 

ЕГФ Fme E, Q) то Ce носе 
fatat а АВ Ё artiga 
Gi 19+ Ф — т? E- <=“! «+ Catia 


Сенна tele уо) | (el — eteti ) (Cede н" 


ёи )| оу 
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ЕАИС — ebat) (et 


+(0| (ele Hetati y (et e+" + aktet) | бу] 


7А 
Dr (DFm E, Фут] aea 


得 到 上 式 的 最 后 一 个 等 式 用 到 


AB AB' AB AB’ 
Е Q- m E- @) т? 一 (P) m? Е, т? 
-AB AB’ 
E; (дф Fm? E; (8) Fm? 


计算 


ко | (eet — ебе) сећа 


wt 


tet] 0) 
= (0 | el" (ew ой) Себ eW ett |0) 


ыр» а т) (5 ттт во") 


(2 ti We >) (= ))1о 


-o p ео 0 
E e Салаа 
4E mt +1l ОЧ Оп +) #1] Dg УЧ +) EDI 

р аан с тю! | 2m +2 +1) 
т а оса 


00 | Себе + eatin усен не о )| 0) 


E A Е | Р 1 (lẹ ИШ? ra 
-01 D (=) ар 0" D (26 6) тыз 109 


үп 2 一 D"(B)>” V2m+2n)! 2—1)" В" Qm, + 2т)! 
У Фт+?а| Zrm (2n)! 2m m Tam) 1 


| 2m + 2m) 


Ta ©рт "mm От + 2n)1 
Di emm D mF n Pm)! GI 
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将 (2.4. 42) 及 (2.4. 43) 式 代 人 (2.4. 41) 式 得 
а=01:=0) 


е га е, Ест) ФУ 


,DED Тр Өн т=н 
Ж Тт\тт! |. ©л+1)!(®т +2а—2ж +1)! 


BB "=" (От + 2n) 1 
| 2440 
(b) 由 (2. 4. 41) 式 可 知 ,t 时 刻 系 统 的 态 矢 为 
По fjer pesad а р) +1 9 фр 
HEER YA) H Pe 
= [er ese өф) H P 
十 er(| зр (дуу +H ҹи (0)]48 (2,4. 45) 
Со) 计算 
z= “| 


Geta lo 


= Afen 和 En 
А" H dpdg (ее [DB |+ (зр (р) |) 


Catat Р? н ЖС? Э) D] 

ее срео (Ду |+ (зр (Ду [Са а?) 
С 70) + 0 7 (00) 
HEEE AM UP A) |+ Си С) |) Са Ба?) 
(| 0) +0 Hg] 

е онсе 8) |+ е Ф) Da 十 art) 
dEUS 000) 


= amg (EE всуе | саа? сеф?) 


HPOO | (аа?) | Р? FN] + еван (аре (Ду 

| atat) |?) 

HOA | ata) | D] 

ено рео фр) | (а-а?) | PP HES СД) 
(atat) | ж 0] 

HEEE D UA) | (аа?) | ҹә У + (р) | 
‹а+а*›) | YHD] (2, 4. 46) 
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最 后 一 个 等 式 的 得 到 来 自 (e 十 7 ) 必 须 在 不 同 宇 称 态 间 求 期 待 值 时 才 不 为 零 , 因 
此 最 后 等 式 的 左 方 有 一 半 和 矩阵 元 为 零 . 分 别 计算 (2. 4. 46) 式 的 各 矩阵 元 
O (PH | Каа?) | POED) = WR | aHa) | МИ У 
= (WP | aHa) | PO) 
= (0 | Ceba — eteti) | (atat) | Сее + ede) | оу 
ут 
+E ФЕ) Fm? 
Сане еи) Гоу 


2 ра" От Ен 1 + 
4 (2m+2nt1| mint DI latat) 


CD" йч ym Fon 
之 2m 1m)! Lam am 


)‹о | ен ебе) | (а-а?) | 


= 4А 5 
UEF tm) (E+ Tm 0011—11 


рф» От 50] ауу) С Vm Fm +1)! 
тим! ЕЕ Pm! V/m +1! 
| 2m +2m +1) 


ы CDi От Еп Т 
40 Фт+яа+1! em Cn 


БЯ 
[ер О F 20р бт + | 2m +20 
2m л)! К 


ы Кт: у От Fm FD 
+£ 1)" (Йэ Cm +21)! Cm, + 2m +1) | 2m 二 2m 十 1)] 
ml(2m)1 


一 4hz8B' CDO” /'@т:Е?я)1 
E, P Fm Cm, HI Fmt Lm 21 ?°т! 2л)! 


[эшен /От Ет)! От Fam) || 2m + 2m) 
2“ т 2m)! 5 


С Vm Fan FD] Vm F mF) 
f Pm Vn +1)! аа ао 
-45 стт)! gm mt (2m + 2n +2)1 
1  Ф°т|(2п+1)!2% т! mF 2n — 2m, +2)! 


rert i (gm em (2m + 2n +1)! 
Zrm (Zn +1) 12" От + 2n — 2m)! 
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„з. 


ET TT re 
EFP + ткс*)(Е+ Ф) т?) 
х[= туна Ка mt Bat DIT 
2"m 127m ! (2n) ! От + 2n — 2m, +1)! 
ea et È aian apat 
Zrm 12" m, 1021) 1(2m + 2n — 2m, — 1)! 

GD (PPA latat |p)) 

=(P (0) | atat) YB) 


(2. 4. 47) 


(2, 4. 48) 


以 上 宛 长 的 计算 过 程 表 明 如 下 几 点 :一 是 Dirac 在 他 的 原著 中 虽然 阐明 了 电 
子 的 Zitterbewegung 的 物理 根源 ,但 完全 清晰 地 将 这 一 物理 机 制 具体 计算 出 来 是 
需要 较 多 的 理论 分 析 和 演算 工作 的 ;二 是 在 具体 讨论 的 过 程 中 还 会 看 到 一 个 真实 
的 粒子 的 物理 状态 总 是 以 一 个 波 包 的 形式 出 现 ;三 是 利用 演算 的 公式 将 实际 的 参 
量 代入 算出 粒子 的 运动 就 不 在 这 里 列 出 . 但 如 想 在 实验 中 去 实现 这 一 物理 现象 时 


以 上 的 计算 公式 就 可 用 来 算出 理论 的 结果 和 实验 作 比较 . 
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量子 理论 中 角 动 量 的 物理 内 容 是 非常 丰富 的 , 从 上 一 章 的 讨论 知道 , 当 把 相对 
论 的 协 变性 和 量子 理论 结合 得 到 Dirac 方程 时 就 能 立即 看 出 ,粒子 除了 原 有 的 轨 
道 角 动 量 外 ,还 具有 内 豪 的 自 旋 角 动量 . 另 一 方面 从 算 符 的 角度 看 , 角 动 量 既 服从 
和 玻 色 算 符 一 样 的 对 易 关系 又 具有 和 费 米 算 符 一 样 的 反对 易 关 系 ,这 使 得 对 它 的 
处 理 有 一 定 的 难度 . 将 角 动 量 作 一 较为 详尽 的 讨论 是 量子 理论 体系 中 的 一 个 必要 
的 部 分 ,本 书 的 这 一 部 分 将 更 着 重 于 角 动 量 算 符 玻 色 化 的 内 容 . 


3.1 角 动 量 的 基本 性 质 


3.1.1 基本 对 易 关 系 
若 一 个 算 符 包含 三 个 分 量 

j= G7,j) 

且 它 的 三 个 分 量 满足 如 下 的 基本 对 易 关系 
Gaj] = inj. 
Gej] = ihj; 

则 不 论 其 具体 的 物理 含义 如 何 , 均 可 称 为 角 动量 算 符 . 进一步 地 ,再 定义 角 动 量 平 

方 算 符 


(3.1.1) 


#=й+й+й 《3.1.2) 
及 角 动 量 的 升降 算 符 


(3.1.3) 

ke 

根据 (3. 1. 1) 式 的 基本 对 易 式 可 直接 证 明 以 下 的 对 易 关 系 
j=0,j]=0,j]=0 (3.1.4) 
DG.i] =+ Ns (3.1.5) 
Gi] = 24. (3.1.6) 
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[太史 ] = 20° — 0) (3.1.7) 
注意 :(3. 1.7) 式 的 左 方 是 反对 易 式 ,从 这 一 点 可 以 看 到 角 动 量 算 符 间 既 有 对 易 关 
系 , 也 有 反对 易 关 系 ,不 像 玻 色 子 算 符 只 有 对 易 关 系 和 费 米子 算 符 只 具有 反对 易 关 
系 ,这 就 是 前 面谈 到 的 它 的 复杂 性 所 在 . 

从 (3. 1. 4) 式 看 出 角 动 量 平方 算 符 和 任 一 分 量 都 可 对 易 . 以 天 ,六 为 例 , 它们 

的 对 易 说 明 存在 它们 的 共同 本 征 态 矢 ,用 |Xm) 来 标志 这 样 的 共同 本 征 态 , 即 4m) 
满足 

јат) = 2h? | wn) 

J. | am) = mh | Ат) 
HEERA RERA Mmh 并 分 别 引进 一 个 二 因子 和 去 因子 是 为 了 以 后 讨论 的 
方便 . 


3.1.2 4X4,m 的 取 值 


(3.1.8) 


а) MOJ J5) jejej =o 出 发 , 求 它们 在 (Xm | 及 |2m) 间 的 矩阵 
元 ,得 
Ат" |933 PO lam) = A'm’ Ај) ah? ат) 一 0 
即 
А-АА т" |}, làm) =0 
从 上 面 的 等 式 知 , 只 有 АА ВРА т |}. Тат 0. 所 以 有 
Ат" |}, làm) = да т" |}, lam) (3.1.9) 
对 j- 有 类 似 的 结果 . 由 于 上 述 矩阵 元 两 边 的 А 必须 相同 ,因此 今后 矩阵 元 (ho 
lje am 可 简写 为 (me |}, |m). 
类 似 还 可 得 出 元 о], j. 的 矩阵 元 对 》 量子 数 也 是 保持 不 变 的 结果 . 
(b) А07... J= Н Оти | 与 |m) 间 的 矩阵 元 ,得 
a mh) |m) =+ вт |). |m) 


т јаја jalm) = tm’ | тј 


即 
Оот'—т:Е1)(т' | js (т) 一 0 
上 式 告诉 我 们 只 有 m 一 mm 士 1 时 (m' | ja |m) 才 会 不 为 0. 所 以 有 
《| 天 |mm) = да т 118. |m) (3.1.10) 
结合 (3. 1.9) 和 (3. 1. 10) 式 可 写 出 
Ат" |j làm) = даб. л От #1|}+ lam) (3.1.1D 
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(©) 从 [ji ,]-1= 28), 出 发, 等 式 两 边 取 和 矩阵 元 ,因为 从 前 面 已 知 对 总 是 对 
角 的 .为 书写 的 简便 ,4 可 略 去 不 写 . 
m |G |m) = 2%(т'|},|т›) = 2ММ„„+тһ (3.1.12) 
在 上 式 左 端 插入 >) |m") | = Е т = m 的 情形 ,得 


У) (он н ни |j- |m) — cm] }- |m") tm” | js |m} 


= (ml т Dom—1|i |m) — m| j-|m+1) im +1} |m) 
= 2mh? (3.1.13) 
另 一 方面 ,由 于 
ј-=}.-0, = de 
故 有 
(т—1|]-|т) = ((т|},|т—1))* 
利用 这 一 关系 ,(3. 1. 13) 式 可 写成 
Гоп | jsl т 10012 [т 151 т) |2 =2m (3.1.14) 
现在 把 要 求 的 矩阵 元 写成 
(m+1 | je) m) = А 
则 (3. 1. 14) 式 可 写成 
он 12 — lonl? = 2т 
其 解 是 
lonl? = с—-т(т+Е1) (3.1.15) 
1а, 1? EEEN, eE тот -1) с, 在 c 给 定 后 m 一 定 有 上 界 均 
RFR А 
т(т+1) = с 
的 两 个 根 给 出 


я=-{—1+УТ+4с] Р 
т=++{—1—У/Т+1с] 
此 外 ,考虑 到 т 每 次 升降 为 1, 所 以 有 
т т=п СЕО 
结合 (3. 1. 16) 的 第 一 式 , 有 
2т =т+т+(т—т)=п—1=п GEO 


3. 1.16) 


最 后 得 出 
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13 
эб” © › 
Н 2 2 ак 3.1.17) 
0,1,2,--- (整数 ) 
以 及 
ал12 с—т(т++1) 二 元 (而 十 D 一 mm 十 1) 
=jG+1)—mm+1) 
= б-т) +т+10) = |m+1|fs|m)|?/K (3. 1.18) 
(D 最 后 讨论 4 的 取 值 问题 ,由 
й++{0,)-+)-ә 
取 对 角 和 矩阵 元 


Om|}? от) = ah? = Gm |j: lam +E ml G+ j+- jo lan) 
= т (от) [т т 1lj- lm) + (т|}-1т +1) 
«тА 113.10) 

=н аа | 十 ll) 

ти HË G-m+DG+m+G-mG+m+1) 

= mh H т) = )) +1 (3.1.19) 
注意 在 上 面 的 推导 中 ,仿照 (3. 1. 19) 式 中 的 推导 ,在 第 二 项 的 矩阵 元 中 也 类 似 地 插 
人 了 > Ге) оп! | = 1. 将 (3.1. 19) 与 (3. 1.8) 式 的 第 一 式 比 较 最 后 得 到 


A=jG+D (3. 1. 20) 
同时 由 (3. 1. 19) 式 得 


alam l? 10.8) 


即 
т <=) +1) 
因此 有 
ты =}, (3.1.21) 
经 过 以 上 的 讨论 可 以 把 所 有 得 到 的 结果 归纳 如 下 : 
Са) Fljm)=jG+ DR | jm) 
(3.1.22) 


Fljm) =mf | jm) 
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(b) (ти |js |jm)=h /О Ету Ет 08,8. (3.1.23) 
至 此 ,我 们 可 以 得 出 以 下 的 结论 :(1) 所 有 结果 和 在 量子 力学 中 讨论 具有 确定 物理 
含义 的 轨道 角 动 量 的 结果 完全 相同 ;(2) 值 得 强调 的 是 ,这 里 没有 从 一 个 具有 明确 
物理 含义 和 具有 明显 表达 式 的 角 动量 算 符 出 发 ,而 是 仅 从 满足 基本 定义 的 角 动量 
算 符 对 易 式 出 发 得 到 了 普遍 的 结果 ,因此 包括 自 旋 在 内 的 任何 角 动量 算 符 都 具有 
上 述 导 出 的 性 质 . 对 于 基本 粒子 的 同位 旋 这 些 结论 也 同样 适用 . 


3.2 角 动 量 算 符 的 玻 色 化 


在 讨论 角 动 量 算 符 性 质 时 曾 提 到 它 的 对 易 关 系 既 不 是 玻 色 算 符 的 纯粹 对 易 关 
系 ,也 不 是 费 米 算 符 的 纯粹 反对 易 关 系 ,因此 计算 和 处 理 起 来 常常 是 比较 复杂 的 . 
为 此 ,人 们 一 直 想法 用 某 些 玻 色 型 的 算 符 去 代替 它 ,以 使 得 计算 变 得 更 系统 化 及 更 
易于 推演 . 在 量子 理论 的 发 展 中 提出 了 两 种 玻 色 化 的 方案 :一 种 是 Holstein-Pri- 
makov 变换 , 另 一 种 是 Schwinger 的 双 振 子 理论 ,它们 在 现代 的 研究 工作 中 经 常 被 
用 到 , 后 面 将 会 看 到 , 玻 色 化 方案 在 角 动 量 性 质 的 进一步 讨论 中 会 起 到 很 好 的 
作用 . 


3.2.1 Holstein-Primakov 变换 
可 以 将 角 动 量 算 符 和 一 种 玻 色 算 符 按 下 列 的 关系 联系 起 来 , 即 


1,= VJ- aa 
-=a VJ -aa (3.2.1) 


j,=J—ata 
其 中 ava+ 是 玻 色 子 的 潭 天 和 产生 算 符 . 右 方 的 了 表示 这 一 变换 关系 是 针对 角 动量 
的 大 小 为 确定 的 值 的 角 动 量 算 符 的 ,所 以 这 一 变换 不 是 对 整个 角 动量 的 空间 而 
言 的 , 它 是 在 了 一定 的 子 空间 中 的 变换 . 附带 还 要 作 一 个 说 明 ,为 了 与 目前 论文 中 
常用 的 形式 一 致 ,在 这 一 节 中 总 是 取 A=. 

现在 来 证 明 由 (3. 2. 1) 式 右 方 表示 的 算 符 的 确 满 足 角 动 量 算 符 的 基本 对 易 式 . 

为 此 ,下 面 只 证 明 它 满足 (3. 1. 5) 及 (3. 1. 6) 式 ,其 余 的 对 易 式 可 类 似 地 证 明 . 首先 ， 
在 下 面 列 出 玻 色 算 符 aa+ 的 对 易 式 

Газа? 

Га,а] = Га*,а*]) = 0 


(3. 2. 2) 
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证 明 过 程 如 下 : 

Са) [js j- 3= 0/27 а а)аа* С/2]—а*а)—а* (/2]—а*а› 
С22]—а*а)а 
=С/2]—а*а)(а*а+1)6/2]—а*а)—а* (2]—а* аза 
=(a*a+1)(2J—a*a)—2Ja*a+a* (аа? —1)а 
=2(J—a* a) 
=2j, 

我 们 在 第 三 等 式 后 利用 了 (a*a 十 1) 和 (2] 一 a*a) 可 对 易 的 性 质 . 


b) [7.,1+]1=0—а*а›/2]=а*аа— 27 ааа –а*а) 
=/]—а*а{С)—а*а)а—а(]—а*а)} 
= /@]—а*а(аа*а—а* aa) 
=/@]—а*аа 


RATEL. j 
虽然 Holstein-Primakov 用 一 个 玻 色 算 符 来 表示 角 动 量 算 符 的 确 有 它 便捷 之 
处 ,但 它 也 有 一 个 不 足 之 处 , 那 就 是 (3. 2. 1) 式 的 第 一 式 和 第 二 式 中 右 方 的 算 符 
a+a 在 根 号 里 面 . 除了 它 作用 到 数 算 符 的 本 征 态 矢 可 以 直接 将 a*a 换 成 数 算 符 的 
本 征 值 n 外 ,在 其 余 的 情形 下 是 很 难 作 严 格 计算 的 . 很 多 研究 工作 常 利 用 它 作 算 符 


的 近似 展开 ,例如 将 V37 一 ar5 近 似 地 取 作 V3T (1— раа) 或 甚至 就 近似 取 作 
V 末 .这 种 做 法 在 六 1 时 是 比较 好 的 近似 . 
3.2.2 Schwinger 的 振子 理论 


这 个 理论 没有 前 面 所 述 的 H-P 变换 中 玻 色 算 符 aa 在 根 号 下 面 的 困难 ,但 其 
代价 是 需要 引入 两 类 玻 色 子 来 使 角 动量 玻 色 化 . 

设 有 两 类 玻 色 子 算 符 a(a- ) 及 b(b* ) ,它们 是 相互 独立 的 并 具有 以 下 的 对 易 
关系 


(3.2.3) 


由 它们 可 构造 出 三 个 新 的 算 符 


Lis А 
Z b+ а) 
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„= ж 2—6 a) =} 
ў (3.2.4) 
h= + а-у = ў 
可 以 由 (3. 2. ЯЕ Й Jajo ој. 证 明 它 们 的 确 满足 角 动量 算 符 的 基本 性 质 
Goji] = к=} 
对 于 玻 色 子 算 符 a,b, 可 以 如 前 定义 它们 的 数 算 符 


ta 


3,2,5) 
0 
j= (3.2.6) 
апалап йй 
й=й+й+й = (фу +1) (3.2.7 
其 中 
imiti (3.2.8) 


现在 证 明 (3. 2.7) 式 
ўе ++ 
= 1 at btb a} аьа ах 


= дабаа + 20 а a)) Я — 2A йа) 
= а ой, й, +2я,+2%,) 

=å(ñ 

= (+!) 


《3. 2. 4) 及 (3. 2. 5) 两 式 表明 两 类 玻 色 子 的 数 算 符 的 共同 本 征 态 也 是 闫 及 六 的 共 
同 本 征 态 . 


在 上 一 节 里 曾 用 不 少 的 篇 幅 去 讨论 产 ,j MATEA m 的 取 值 情况 ,现在 再 
用 Schwinger 的 振子 理论 来 讨论 ,将 会 看 到 这 些 结果 可 以 十 分 简捷 地 得 到 并 具有 
清晰 的 物理 图 像 . 

由 第 一 章 知道 元 , 具有 如 下 的 归 一 的 本 征 态 
1 
Tm! 


Га, ль) = Cat)" (9% 10) (3.2.9) 


ў 
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它 满足 以 下 的 方程 
п.п. опу) = п, |n, 7) 


А G. 2.10) 
ть | nasm) = m | sm) 
其 中 n,m 都 是 正 整数 . 利用 (3. 2. 6) 式 将 产 ,j. 作用 到 |n。,m) 上 去 有 
а 0, й) |а) 
= Фо, сњ) |ne sm) (3.2.11) 
н) А 1) |, у 
т (BER р) ањ) (3.2.12) 
由 上 两 式 立即 可 以 得 到 如 下 一 些 结论 : 
Са) 由 于 n,m 都 是 正 整数 ,所 以 如 把 产 的 本 征 值 记 作 4, 有 
+m , (mtm 
aange. (ea) 
=jG+D (8.2.13) 
其 中 
整数 0,1,2, (п, + ль 为 偶 ) 
jm 和 《3.2.14) 
2 半 整 数 六 Сп, + 为 奇 ) 
以 及 记 j, 的 本 征 值 为 m 
(3.2.15) 


从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 ,利用 六 ,j. Miei 的 关系 hvm 的 取 值 情况 几乎 直接 可 
得 ,而 不 需要 像 上 一 节 中 那样 的 元 长 的 论证 过 程 
(b) h 


h=j+ij, =a*b 


《3. 2. 16) 


j-=j.-iüj, =b a 
以 及 区 sj- ME m FERE 1 ETR a OFFER GEE) 16у = J ISAZA 


量 分 量 的 算 符 , 而 5(b* аак = 方向 角 动 量 分 量 的 算 符 . 


j=} 
j= (mtm) 


сс) 由 已 知 的 (3. 2,17) 
т 


е 
一 过 ль) 
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因此 |jm) 可 表示 为 


| jm) =| n = j+m,m =j—m)= 


(3, 2. 18) 


«эз ФУ | 0) 
Vapo 

=" |0) 
VODI 


10) 


П) =l jm = j= 


立即 可 得 

a | 

Vi 

= 
GI 


ljm=j+1) = jsl jj)= atb 


0) 


19) =0 (3. 2. 19а) 


类 似 有 
лу у ы 
== 一 用 = == = 3.2.19 
і-0 =) lj) Уа“ о c b) 
这 样 ,对 于 j 取 确 定 的 值 后 m 的 值 必须 满足 

Іт < (3, 2. 20) 


lje 


或 


т=ў,у—1, 


Ф 引入 两 个 新 算 符 


于 十 1 一 了 


(3.2.21) 


容易 看 出 ,的 作用 是 使 m 不 变 ,j 增加 ТД ВНЕЛЕ т RAE, j 减少 1. 
3.3 角 动 量 的 耦合 


3.3.1 两 个 角 动量 的 耦合 


一 个 粒子 常 同 时 具有 轨道 角 动量 和 自 旋 角 动量 ,这 两 者 之 和 构成 了 粒子 的 总 
角 动量 . 两 个 粒子 的 体系 中 每 一 个 粒子 都 有 角 动 量 ,它们 之 和 构成 体系 的 总 角 动 
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ж. 角 动 量 是 一 个 矢量 ,经 典 的 矢量 之 和 就 不 是 简单 的 两 个 数 的 简单 相 加 ,在 量子 
理论 中 还 有 量子 化 的 效应 ,所 以 两 个 角 动 量 的 耦合 是 需要 仔细 讨论 的 . 


设 有 两 个 互 为 独立 的 角 动量 算 符 J ,j:, 其 含义 是 


[jj]=0 (3,3.1) 
定义 它们 的 总 角 动 量 算 符 为 
Ј=).+). (3.3. 2) 
很 容易 由 由,j: 的 基本 对 易 式 和 (3. з. 1) 式 导出 
0..3 = кә], (3.3.3) 


即 由 (3. 3. 2) 式 定义 的 总 角 动 量 算 符 同 样 具有 角 动 量 的 基本 对 易 式 关系 ,因此 它 的 
1° ж]. 的 共同 本 征 态 一 定 也 是 |jm) 的 形式 . 现在 要 问 由 一 定 的 六 M je 合成 后 
能 形成 一 些 什么 样 的 总 角 动 量 j? 同时 要 问 总 角 动量 的 本 征 态 矢 |jm) 与 各 个 角 动 
量 的 本 征 态 拓 |jimm》 和 |jsm) 之 间 是 什么 样 的 关系 ? 以 上 的 所 谓 角 动 量 的 耦合 问 
题 可 更 明确 地 归纳 为 如 下 两 点 : 
(а) 如 前 所 述 , 角 动 量 算 符 是 矢量 ,两 个 矢量 算 符 相 加 一 定 不 只 是 一 个 单一 的 
总 角 动 量 . 那么 合成 后 有 多 少 个 不 同 的 72 
СЪ) 单个 角 动量 的 本 征 态 矢 | 六 m,)， |j:ms) 的 直 积 一 般 不 会 是 总 角 动 量 算 符 
WEEBER ljm) ,为 了 看 清 这 点 ,将 产 作用 到 |jimn)1j:m:) 上 看 有 什么 样 的 结果 
P| jim) | т) = ӨРЕЛ +24) | jam) | jama) 
= о HD Hj +0 +2» +20ь 
+233] | jim) | jam) 
= DiGi +D +j Ga +1) + тт 425 јо 
+23] | т) | jam) (3.3.4) 
由 于 右 方 括号 内 有 juje joj EEA, ljam) | jam) RE j? 
的 本 征 态 矢 . 虽然 总 角 动 量 本 征 态 矢 一 般 不 是 分 角 动量 算 符 本 征 态 矢 的 简单 直 积 ， 
但 会 不 会 是 这 样 的 直 积 的 某 种 组 合 呢 ? 
为 解答 上 面 的 问题 ,在 本 书 中 仍 借助 Schwinger 的 谐振 子 理论 来 讨论 ,为 此 重 
复写 出 上 节 得 到 的 关系 


j= фо. +n) 


j+m 


j—m 


(3.2.17) 


т= У) 


因此 有 
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(3. 3.5) 


从 上 式 出 发 可 以 逐步 开展 讨论 . 
(а) 虽然 对 于 一 定 的 户 及 js 的 两 角 动 量 本 征 态 矢 | 疡 za ?和 | jms ?的 直 乘 一 


般 不 是 总 角 动 量 严 ,了 . 的 本 征 态 矢 ,但 特殊 的 | 亡 ,mi =j) jerm =j ENA 
这 是 因为 


ЎТА Ајә 

= +R + jije tjej 十 jjat] | лл) лја) 

= АФ +D +0 +2jije ај јн) АЛ |) 
由 前 面 的 (3. 2. 19a) 式 知 


Ju лл) = Osja | jaja) =0 


故 上 式 成 为 
PID (јо = О Gi +j +D Ар) аја) (3.36) 
而 且 
јл) | јо Әһә ГАЛ) Га? 
= (Gi +j) л) | јај) (3, 3, 7) 
可 见 
上 lijd 1 + эЛ +} (3.3.8) 


即 它 的 确 是 产 ,j, 的 共同 本 征 矢 lj +, Бл). 

(b) WER lji +Hjesji Hja — 1). 以 下 都 将 在 Schwinger 的 振子 图 像 中 来 进 
行 ,为 此 再 回忆 一 下 (j,m) 的 量子 数 与 (n,m) 间 的 关系 (3. 2. 17), 以 及 两 种 表象 的 
本 征 态 失 之 间 的 如 下 关系 


| jm)=| п, =j+m,n = j—m) 


а)" Ру" | 0) (3. 2, 18) 


T 
为 区 别 起 见 ,将 总 角 动 量 和 分 角 动 量 对 应 的 玻 色 子 算 符 标记 如 下 : 
Gim) ЖАНРИ а, Саў), Ф) 
Gom) 对 应 的 振子 算 符 为 аба? ә.) 
от) ”对 应 的 振子 算 符 为 。 ala*),b(b*) 
为 了 求 | 九 十 ji, 记 十 ji 一 1) ,注意 如 下 关系 


Fl Gi о) +) = abt | п, = 201 Hja) sn = 0) 
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= (20, ја) | п. = (2), +2),+—1), = 1) 

= 2б +) | Gi јо), + —1)› 
另 一 方面 

Ф ја) лл) l jeja) 

= (@ 夺 十 az 大) | ns, = ji sny = 0) | na, = Rje sm, = 0) 

= VW |n, = 2—1, = 1) | = 2л = 0) 

十 V2j | na = 2ji sny, = 0) | no, 

= Sji |р D | jesja) + 2,1) | jaja —1) 

ERIEN, BIAI RA | 


| Gi +j Gi +j —1)) =, 5+ m | D | jaja) 


2 一 Lo =1) 


Fi jj 08.3.9) 
在 上 面 的 推导 中 将 |jm) 写 成 1) Gm)) 和 |jimm) 及 |jsm) 是 为 了 将 它 和 分 角 动 量 
的 本 征 态 矢 区 别 开 来 . 
(с) 继续 将 j- EHFG. 3. 10) 式 的 两 边 
З), 0) = вб*| п, = 20), +j) lm = 1) 
= VQ Fj 10.2 |, = 260), +: Don 2) 
VNTR | б + + 20) 


Sentan ri JAR l 2л =D | ny = Bjarn = 0) 


JEg |a ёњ = 0) | ny = 2ja — Lony =v] 


= ал21 一 2 = 2) | ny = 2јазт = 0) 
+ |n, = 2j — lsn, = 1) | np, = 2) —1,n, = 1)] 


2j 


ESASI | nọ = 2j — lsn, = 1) | n, = 27. — lony = 1) 


+ VE HD | n, = jiny, = 0) | ny = 2: —2,m, =2] 
最 后 得 


l Gi +), +» — 2) 
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一 
ШЕРА НС ТҮҮ 
HT Fj 10 ij 
0): с б 
+] т: солаи + арр [A 


将 以 上 的 步骤 继续 下 去 便 可 得 出 所 有 的 | (7 十 产 ),Cm)》, 并 且 可 以 预见 它们 都 会 


是 由 不 同 的 | 六 ma ) 1jzmz) 这 样 的 直 积 形式 构成 的 线性 组 合 . 
Ф 现在 看 与 (3. 3. 9) 式 相互 正 交 的 另 一 种 组 合 


| рој 0) | оја) — 
htp h йэй 7 


jejd) йэй —1) 


(3.3.1) 
-方面 ,这 一 态 矢 对 应 于 总 角 动 量 投影 算 符 j. 的 本 征 值 是 
т= 0+ = +0: —1) =j + —1 
另 一 方面 ,(3. 3. 11) 与 (3. 3. 9) 式 的 | Gi +). Gi + ЛЕЗА т 又 和 它 
同 是 产 一 天 一 疡 十 产 一 1, 所 以 它 一 定 不 属于 总 角 动 量 ;一 访 十 产 , 而 只 可 能 是 属于 
了 一 六 十 产 一 1, 即 应 有 
l +й—1,0ф+й—1)) 


= —Э о уй но на 
(3. 3. 12) 
当然 它 也 不 可 能 属于 户 十 一 2 或 更 小 的 j, 因 为 它们 的 最 大 的 = 方向 分 量 都 小 于 
һ+й-—1. 
从 (3. 3. 12) 式 出 发 ,如 在 (bl,(c) 所 做 的 那样 用 J- =j- +}, 作用 到 上 式 两 边 并 
一 直 进 行 下 去 可 得 到 | О +» —1),0‹ +» 1009 | Gi ја =D, Gi ја 20), 
| 六 十 产 一 D — Gi tja —1)). К Gi +0, (ji 十 各 一 2)) 后 求 与 它 以 及 
Пло) ,0 十 和 一 2)) 都 正 交 的 组 合 , 根 据 相同 的 论证 会 得 到 
| 十 产 一 2)， (十 产 一 2)》 
再 用 j-_ 不 断 作用 就 得 到 所 有 的 | О +: —2), от). 
综合 以 上 的 推导 过 程 可 得 如 下 的 一 些 结论 : 
(a) BAWEAN j 及 总 角 动 量 投影 算 符 j. 的 共同 本 征 态 总 可 用 ( 漠 , 记 .) 与 
(六 ,js.) 的 本 征 态 直 积 的 线性 组 合 表示 , 即 
| 六 wj) = BCH | jism) | јата) (3. 3. 13) 
5+ 
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上 式 左 方 中 的 表示 是 为 了 清楚 标明 是 从 确定 的 ji 及 j 来 合成 总 角 动量 的 ,所 以 
在 |jm) 表 示 的 前 面 加 上 广 与 产 写成 | 放 , 训 ,j,m), 右 方 的 系数 CS 名 就 是 所 谓 的 
C-G 系数 (Clebsch-Gordan 系数 ). 由 以 上 的 讨论 还 可 以 看 出 , 任 一 个 CG 系数 都 
可 以 按 这 种 做 法 得 出 . 
由 于 对 于 确定 的 访 ,j 有 以 下 的 封闭 关系 
У) 1 т) | јот) от | ета |= 1 


^ч" 
иж 
1 лјјт) = У) лт) | дота) ат | Gam | jrjarjrm) (3. 3,14) 
ы 
将 (3. 3. 13) 与 (3. 3. 14) 式 作 比 较 ,可 得 C-G 系数 的 另 一 种 表示 
Ch = бут. | Game | јај от) (3.3.15) 


СЪ) 从 以 上 的 讨论 看 到 由 广 产 ЕИО ВЕ КИМЕ j=j +, tjl 
IA jmn =? 

为 了 回答 这 一 问题 , 先 看 一 下 当 jija WE AEDE jim) ljem) 
这 样 的 直 积 态 矢 . 显然 ,应 该 有 (2 放 十 1)(2j: 十 1) 种 . 每 一 个 j 共有 2; 十 1 个 |jm)， 
由 于 两 种 表示 的 独立 态 矢 的 数目 应 当 相同 ,所 以 应 有 以 下 的 等 式 


D +D = (2), +00 +10 


利用 等 着 级 数 的 求 和 公式 ， 上 式 成 为 
20 +j) + 1i ie 二 Эге ЖӨЕ 


(3. 3, 16) 
= 2j +1)(2+1) 
可 得 
Е А 一 各 йй 
lh h<i 
即 
jaa =| ji ја 1 (3. 3. 17) 


至 此 ,我 们 借助 于 Schwinger 振子 理论 系统 地 讨论 了 两 个 独立 角 动 量 的 耦合 问题 . 
3.3.2 三 个 角 动量 的 耦合 


Са) 如 果 考 虑 三 个 独立 的 角 动 量 ( 亨 , 记 .), Gija) Gi jd ARAA i 


ј=һ+һ+һ (3. 3. 18) 
最 自然 的 想法 是 按照 两 个 独立 角 动 量 耦合 的 办 法 记 它 们 对 应 的 玻 色 子 算 符 如 下 
Оту) ~ а lat ) sbi Ф? 
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Огт )~ azla} ) „b: (b$) 
(jam: )~ as (af ) sbs (7) (3. 3.19) 
(От) ~ аба?) „Б 
然后 按照 以 前 类 似 的 办 法 一 步 一 步 地 导出 |j,m) HEZA jim)» jerm), 
ljm ) 的 线性 组 合 表示 出 来 . 但 是 ,我 们 很 快 会 发 现在 三 个 角 动 量 耦 合 的 过 程 中 
会 出 现 一 个 在 两 个 角 动 量 耦合 时 没有 遇 到 的 新 问题 . 为 此 ,我 们 仿照 两 个 角 动 量 硝 
合 的 步骤 ,看 看 会 遇 到 什么 样 的 新 问题 . 
第 一 步 :按照 以 前 的 论证 ,显然 三 个 独立 角 动 量 耦合 成 的 最 大 的 总 角 动 量 和 最 
大 的 = 方向 分 量 的 态 矢 是 
l Gi + +j) Gi +4+)) =| jiji) | jesja) | j3,j3) (3.3.20) 
WE КИУА АНЕ H j- =j- 十 -十 访 - 作 用 到 | G + 
да+ ја) Gitja+js)) EAA) 


ERE ETOT EE O ГҮН jı 有 r > 

| + +i Gi +j +i D) OAF Тл 0 | jesja) | jaja) 
人 

РЕА | iD jh) 

ГА ерй ИЕ, 

FT лол) ГАА [jana —1) 


(3. 3. 21) 
不 断 重 复 上 述 步骤 可 由 j- ПО | Gi а о) От). 
第 三 步 : 当 我 们 求 | (ji 十 js 十 六 一 1) ,CD ) 的 态 矢 时 ,仿照 两 角 动 量 耦 合 的 情 
形 ,我 们 要 求 与 (3. 3. 21) 式 正 交 且 又 是 由 那些 直 积 的 态 矢 重新 组 合 起 来 的 新 态 矢 
以 得 到 | Gj 二 js 十 六 一 DG ооа 会 发 现存 在 三 种 选择 


ЫЛ {йэй 10 l jeja) Глод) = ләл) Ijeja =D] jarja) 


j FA 


JER I lieh 0 jid 0 id laja 10 


45 СЕ) Гао лау j IAD | jesja) | jarja) 


(3.3. 22) 

即 这 里 出 现 了 两 个 独立 角 动 量 耦合 时 没有 出 现 过 的 不 确定 性 . 为 什么 会 有 这 样 的 
任意 性 呢 ? 问题 的 根源 在 于 下 面 要 谈 到 的 不 同 的 耦合 途径 . 

(b) 耦合 的 不 同 途径 一 一 不 同 的 表象 . 上 面谈 到 在 构造 态 矢 | (1 十 j: 十 js 一 

DD,( 放 十 js 十 坟 一 1)) 时 出 现 了 三 种 可 能 性 . 实际 上 ,这 三 种 可 能 性 都 是 合理 的 、 可 
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行 的 ,而 且 可 以 清楚 看 出 这 三 种 选择 的 态 矢 表示 是 不 一 样 的 . 因此 ,由 它们 出 发 构 
造 出 来 的 | ( 户 十 天 十 六 一 D ,Co 也 就 不 一 样 了 ,由 此 类 推 , 接 下 去 的 | (7 十 产 十 六 
一 2) ,(m)) 也 会 不 相同 . 于 是 ,在 三 个 角 动量 辜 合 时 会 出 现 用 三 个 独立 角 动量 的 态 
矢 直 积 的 不 同 组 合 方式 来 表示 的 总 角 动 量 态 矢 ,这 就 是 同一 总 角 动 量 的 态 矢 在 不 
同 表象 中 的 不 同 表示 . 
这 种 不 同 表象 产生 的 根源 实际 上 是 对 应 于 三 个 独立 角 动量 看 合成 一 个 总 角 动 
量 时 的 三 种 不 同 途径 ,这 三 种 途径 表述 如 下 
Joji AMER +j = ja 再 与 js ЙИТИ: +. 
Joj ЖИД: 十 js = ja 再 与 六 看 合成 js 十 =J 
Ло AWARI +}, = ja Ij 看 合成 js 十 js = 
这 三 种 不 同 的 途径 实际 上 就 对 应 着 (3. 3. 22) 式 中 的 三 种 选择 性 . 明白 了 这 个 道理 
后 ,余下 的 步骤 不 过 就 是 选择 一 个 途径 然后 按 两 角 动 量 而 合 时 的 相同 步骤 作 下 去 
就 可 以 了 ,不 同 的 只 是 作 了 第 一 次 而 合 后 还 要 再 作 一 次 耦合 , 附带 要 说 明 一 点 , 尽 
管 从 原则 上 讲 三 种 耦合 途径 是 完全 平权 的 ,但 在 具体 问题 中 还 是 有 依 问题 的 不 同 
而 选择 某 个 途径 对 解 问题 更 为 有 利 的 情形 . 
O 三 种 表象 的 等 价 性 . 虽然 有 三 种 途径 来 表示 三 个 角 动 量 的 耦合 , 即 可 在 三 
种 不 同 的 表象 中 来 表述 总 角 动 量 的 态 矢 ,但 实际 上 总 角 动 量 的 态 矢 应 当 是 唯一 确 
定 的 ,因此 我 们 需要 选 两 种 耦合 方式 为 例 来 说 明 三 种 表象 的 等 价 性 , 不 失 一 般 性 ， 
假定 广 > 关 > 六 ,这 样 我 们 可 以 将 它们 写成 
= +Р+Ф,}: =} +9) 
ол е ы ja 合成 : 按 前 面 的 二 角 动 量 耦 合 的 讨论 可 知 , 产 合 
成 后 的 js 取 值 如 下 
2). +Р+20,2), + P+2Q— 
然后 再 将 js 与 Ja 合成 ,合成 后 的 取 值 情况 如 下 ， 
如 >> 坟 , 则 合成 后 的 总 角 动量 J 为 
3» +Р+20,--,Р – ja (3. 3. 24) 
ш JSP, MARRE. 3. 23) 式 的 取 值 情况 写 得 稍为 详细 一 点 以 便于 讨论 . 这 时 
的 js 和 合成 ,如 ,js 中 的 一 个 是 整数 角 动 量 , 一 个 是 半 整 数 角 动 量 时, 则 7 
详细 一 点 写 出 为 


фа = 2j +P+2Q,2j + РА+20— 1, а) Р 


Р 《3. 3. 23) 


(3, 3. 25) 
如 jz 与 二 同 是 整数 角 动量 或 同 是 半 整 数 时 , 则 ЕНИН 
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ju = 2). + Р+ 20,2), +Р+0Ө—1,+=,}з,),—1,+е,Р (3.3.26) 
则 合成 为 7 时 最 大 的 仍 为 3j 十 P 十 2Q, 而 最 小 的 在 (3. З. 25) 式 的 情形 下 是 产 十 


+ Ж 相 差 为 .在 (3.3. 26) 式 的 情形 下 户 与 二 的 相关 为 0, 因 此 最 后 合成 的 j 为 
j=3j+P+2Q (RE) (3.3.2) 


GD 3... KAMRE 1, 合成 


ЈН ja = 2j +020 +0—1,.0 (3.3. 28) 
然后 将 Jati ji 合成 
如 P>js „А һ=һ+Р+О>?» +0 
因此 合成 的 最 大 值 为 
»+Р+О+2) +0 = 3), +P+2Q 
2 六 十 Q 与 记 合成 的 最 小 值 为 
+P+Q—(2j+Q = Pj 
故 合成 的 j 的 取 值 为 
3) + Р+ 20,3); + Р+20—1,-+,Р—), (3.3. 29) 
和 前 面 的 结果 (3. 3. 24) 式 一 致 . 
ш} >Р, Ь+0>»+Р+0=), 
把 js 的 取 值 写 得 更 详细 一 点 为 
ja = 2j +Q:2j Q= lji +PER j +PQHD Q 
因此 合成 的 最 大 取 值 为 
j +P+Q+2j+Q= 3j +P+2Q 
而 合成 的 最 小 值 为 
太古 P+Q( 或 万 +P+Q+ 二 ) 一 G+P+Q)=o( 或 二 ) (3.3.30) 


也 和 前 面 的 (3. 3. 27) 式 j 的 取 值 一 致 . ИУ fa ЯПОН И ЖЕН ЁЛЕ 
不 同 而 不 同 的 结论 正 是 我 们 所 预期 的 . 


3.4 高 角 动 量 算 符 的 矩阵 表示 


在 上 节 中 我 们 讨论 了 角 动量 的 玻 色 化 ,借助 Schwinger 的 振子 理论 使 得 角 动 
基 耦 合 的 运算 图 像 更 清晰 具体 ,而 且 推广 到 多 个 角 动量 的 合成 也 是 直接 的 . 随 着 
理论 与 实验 的 发 展 ,高 角 动 量 系统 会 经 常 遇 到 ,例如 囚禁 阱 中 的 多 个 带 有 自 旋 的 多 
粒子 体系 ,因此 常 需要 使 用 高 角 动 量 算 符 的 矩阵 表示 . 在 这 一 节 中 我 们 仍然 利用 
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Schwinger 的 振子 理论 来 导出 任意 的 角 动 量 算 符 的 普遍 表示 . 
3.4.1 角 动量 算 符 的 矩阵 表示 


Са) 把 前 面 已 经 讨论 过 的 角 动 量 算 符 和 玻 色 子 算 符 以 及 角 动 量 本 征 态 矢 和 玻 
色 子 的 本 征 态 矢 间 的 关系 重新 表示 如 下 


3 Le + 
j.=} at bto a) 


PIE TE 
ian a BAD 
j= тч a+b b) 
ljm) =| n =j+m,m = ј m) 
(b) 把 总 角 动量 为 j 的 所 有 不 同 z 分 量 的 本 征 态 矢 写 成 一 个 一 列 的 行列 式 
ТУ 
lij- 


ljm) (3.4. 2) 
15.=ј+0 
13. =)» 
Сс) jj 的 矩阵 表示 :将 六 作用 到 (3. 4. 2) 的 一 个 矩阵 元 上 ,有 
Ja ljm= У) Заба b)| n = jtm = jm) 


=> 0 +т-ј т) n =}+т,ъ = }=т) 

= Èm | n =j+m,m = j—m) 

= Èm ljem) (3.4.3) 
因此 j: MIEREA MEE 


(3. 4. 4) 


=ј+1 
Е) 
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(D j 的 矩阵 表示 :将 六 作用 到 (3. 4. 2) 的 一 个 矩阵 元 上 ,有 


Ljim= 277 Leat bo а) п = j+mm = jm) 


-4 VG+m+DG—m) | п, =j+m+l,n 


+ У Отт n=j+m—lm 


„2м? 


a 


= у От Ер т |ў,т+1) 


+51 МО тот | jm—1) 43.4.5) 
因此 j, 算 符 的 矩阵 表示 如 下 : 
‚ шй 


Се) J, 的 矩阵 表示 ， 
Ж), 作用 到 (3. 4. 2) 的 一 个 矩阵 元 上 ,有 


[m= 2i аа b)| n = j тт = j т) 


- 5 + VOTFm G- mFI) |» =j+m— lm 


= 


-4 VG+m+1)G—m) |n =j+m+l,m 
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а 
=% з УО тот) [jm—1) 


5 
ш У i Лут DG- m) | 7 十 1》 (3.4.7) 
EA 
因此 j, 算 符 的 矩阵 表示 如 下 


2= LS A 
. = 
ыр ° = 
g 
(3. 4. 8) 
3.4.2 жи5 
У 
ЖЕ; 
5 УВ 
з 0 2 
Ж о У 
і = ч a (3.4.9) 
ý Eos 4: 
2 2 
№ о У 
2 2 


ы ә 
o 
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iy5 
iy5 一 iy8 
паг 79 2 
iB = 
а 2 2 
i, (3. 4. 10) 
59 0 
2 
EA 
2 
5 
2 
3 
2 
1 
= z i (3.4.11) 
72 
=$ 
2 
EN 
2 


最 后 指出 一 点 ,不 论 j,,j,,j 
是 例子 的 (3. 4. 9) ,(3. 


用 的 一 般 矩阵 表示 (3. 4. 4) ,3. 4. 6), (3. 4. 8) 式 或 者 
10),(3. 4. 11) 式 ,都 能 直接 证 明 它 们 的 确 满足 基本 对 易 式 
Dh]= 2ih (3. 4. 12) 
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在 第 1 章 中 我 们 谈 到 ,由 于 量子 理论 中 物理 系统 的 时 间 演化 不 具有 轨道 的 概 
念 ,与 经 典 粒子 沿 确定 的 轨道 运动 之 间 存在 本 质 的 差别 ,从 而 引起 了 对 于 对 应 原理 
的 质疑 ,当时 曾 提 到 这 一 疑难 将 在 路 径 积分 一 章 中 予以 详细 解答 . 另 一 方面 ,物理 
系统 的 动力 学 演化 问题 是 物理 学 的 中 心 课题 . 在 量子 力学 教程 中 ,对 一 些 物理 系统 
需 按 其 特定 的 哈密 顿 量 形式 寻找 恰当 的 数学 方法 去 求解 苹 定 词 方程 ,但 能 严格 求 
解 的 例子 并 不 多 . 于 是 人 们 自然 会 提出 这 样 的 思想 ,能 否 把 理论 转换 成 一 个 适用 于 
求解 不 同性 质 物理 系统 的 动力 学 问题 的 统一 形式 ? 即使 对 大 多 数 的 物理 系统 而 
言 ,这 种 统一 的 方法 也 许 不 能 给 出 严格 的 解 ,但 它 也 能 对 不 同 的 物理 系统 给 出 近似 
解 的 统一 方法 来 . 这 就 是 本 章 要 讨论 的 动力 学 路 径 积分 形式 的 目的 , 这 一 理论 形式 
的 中 心思 想 是 传播 子 的 概念 . 
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4.1.1 基本 概念 


动力 学 的 中 心 问题 是 讨论 物理 系统 随时 间 的 变化 规律 .用 薛 定 兽 图 像 来 描述 
就 是 要 求 出 物理 系统 的 态 矢 |%(2) 如何 随时 间 变化 . 如 前 一 个 时 刻 “时 系统 的 态 
矢 是 |%(z7》, 稍 后 的 时 刻 上 时 是 1%(D)》, 则 两 者 显然 可 由 一 个 算 符 局 (tvz) 联 系 
起 来 . 


бам? | we) 一 | KD) “LD 
DCe,z) 称 作 系统 的 时 间 演化 算 符 , 它 满足 如 下 的 初始 条 件 
йал) =1 (4.1.2) 
因此 动力 学 问题 可 以 转化 为 求 演化 算 符 Ùt). ЖЕЛЕГЕ СЬ 1) 
i 10) = | YD) (4.1.3) 


立即 可 得 | 内 2 一 0(z)exp( —ійо |w0)》, 因 此 有 


00,0) = bgCDexp( 一 i) (4.1.4) 
其 中 
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00) = А 04.1. 5) 
0 <0 
现在 讨论 自由 粒子 的 演化 算 符 在 位 置 空间 中 的 矩阵 元 
DP (zt370,0) = (x |090,0) | zo) (4.1.6) 


将 (4.1.49) 式 代入 (4.1.6) 式 中 并 考虑 到 自由 粒子 的 哈密 顿 量 为 H。 =н 
DP (zst3x0,0)= (zx | е-%' | хб) 


=00 f7 Pal ppl eÈ ln) 
=w) |7 1р1 ep la) 
=00 [eer 


= 0 ж (4.1.7) 


zi 
我 们 把 De 叫做 “传播 子 " 上 式 的 DP 就 是 自由 粒子 的 传播 子 , 它 的 物理 意义 是 
t=0 时 粒子 居于 z 到 上 时 粒子 居于 z 处 的 几率 幅 , 因 为 如 :一 0 时 粒子 居于 zo, 则 
{æ | WO)) = ф\х,0) = д — 10) (4.1.8) 
记 * 时 刻 粒子 的 波 函 数 为 %z,2), 有 
#хы)= (т | KD) 


= (а | UG,0) | WO)》 
= [а бао | а'›‹а' | Hoar 


= [рса орсо 


= Гроса 08a — tadda" 


= Dp (astio 0) (4.1.9) 
上 式 左 方 的 Krd ERF HE t AEF т 的 几率 幅 . 
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把 传播 子 写 得 更 对 称 一 点 


Оьз) = ба, —3\ху | EP | луу (4. 1.10) 


CEt 时 粒子 居于 т, 而 ty 时 居于 т, 的 几率 幅 ( 波 函数 ). 现在 把 时 间 ty 一 ti 分 成 
п 
格 
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一 此 一 二 (4.1.11) 
ЭМЕ n1 ARRE =, HOMA 
1=f doal 4.1.12 
TEKKIB noo, BI e0 时 
(ш 169 | ац) a | pga [Р 
эш Є) (т, | гас Ё | xm) +0?) (4. 1, 13) 
上 面 第 二 等 式 的 近似 相等 源 自 将 ec-( 和 +v ) 分 开 成 E eona T A 
R[e E ус ]~e 以 及 更 高 的 s ВК, e0 时 便 可 略 去 0(e 的 项 .现在 再 
есе аА, 
[а 
1= È РА lapl 
并 重复 (4. 1. 7) 式 的 计算 得 
а EN алм) 
HA. 1. 14) 式 代 人 (4. 1. 13) 式 中 并 取 极限 e-~0Cr>co), 有 
Ре(жумузау м = lim ( ЭШИ ате [+ wen] 
= жей» (4.1.15) 
最 后 一 个 等 式 中 两 个 符号 的 意义 分 别 是 : 
во [DED] е (у. )`[` dz da 这 样 的 路 径 积分 
O) 再 看 (4.1.15) 式 指数 上 的 表示 式 [m СЕ" ауса) дин а, 是 


粒子 在 4 十 le 时 的 位 置 . zx-, 是 粒子 在 6 十 (一 1)e 时 的 位 置 . es 一 AL. 所 以 在 e= 
Ato 时 , 它 在 形式 上 可 以 看 做 


[r (zu 1А) — z(t БА Одо»? 
2м 


= мт (等 ) -vco] 
因此 (4. 1. 15) 式 中 的 被 积 函数 可 以 形式 地 看 做 
һе Г“ wen] =epļi faro -vaw)] 上 = esol 


ауса +AD) ] 
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最 后 一 个 恒等式 是 缩 记 形式 , 即 形式 上 和 一 个 经 典 粒子 的 作用 量 相同 ,但 是 要 强调 
的 是 这 种 相同 只 是 形式 的 ,z 不 是 真正 意义 上 的 粒子 轨道 上 的 速度 ,因为 这 里 的 
жел t зл 实际 上 都 是 从 一 = 变化 到 = 的 积分 变量 ,而 不 是 粒子 在 一 条 确定 轨道 上 
的 位 置 . 

尽管 上 面 强调 了 在 (4. 1. 15) 式 中 写 出 SLz(z)] 的 形式 上 的 意义 ,但 有 了 这 样 
的 表示 形式 便 可 在 这 里 讲 一 下 量子 到 经 典 理论 的 过 渡 问 题 . 在 量子 理论 一 开始 时 
虽然 一 再 强调 粒子 没有 轨道 的 概念 ,但 在 现在 的 路 径 积分 的 形式 下 可 以 设想 为 粒 
子 从 (4,z) 到 (ty ,zy) 是 沿 如 图 4. 1 所 示 经 过 无 数 多 条 的 轨道 到 达 的 ,而 每 条 轨道 
具有 一 个 相应 的 相 因子 es . 


图 4.1 


(a) 在 无 穷 多 条 路 径 中 考虑 一 根 确定 的 路 径 , 它 和 它 所 在 的 邻 域内 的 其 他 路 
径 都 有 相应 的 相 因子 . 如 果 这 些 相 因子 相差 较 大 且 是 无 规 的 , 则 邻 域内 的 所 有 路 径 
的 贡献 之 和 就 会 相互 抵消 . 

СЪ) 在 这 些 路 径 中 有 一 些 是 极 值 路 径 ,其 特点 是 在 它 的 邻 域内 各 种 路 径 的 相 
因子 变化 小 . 于 是 这 些 路 径 之 和 对 几率 有 显著 的 贡献 . 

Со) 当 粒 子 从 微观 大 小 转变 为 宏观 大 小 时 不 仅 那些 极 值 路 径 的 贡献 越 来 越 
大 ,而 且 只 有 一 条 路 径 具 有 压倒 性 的 贡献 ,其 余 的 路 径 贡献 都 趋 于 零 , 这 时 量子 理 
论 就 过 渡 到 了 经 典 理论 . 


4.1.3 频率 空间 表示 


演化 算 符 经 常 是 用 频率 空间 的 表示 更 为 方便 ,即将 其 时 间 变量 作 一 傅 里 叶 变 
换 到 频率 空间 中 去 . 作为 下 面 讨论 的 准备 , 先 考虑 如 下 的 积分 


=[ Ф і 
о = | ev 一 (4.1.16) 


第 4 章 动力 学 的 路 径 积分 形式 Be. 


由 于 被 积 函数 中 包含 e “这 个 因子 ,所 以 (a) 在 :> 
0 时 ,可 以 如 图 4. 2 在 实数 轴 加 上 一 个 在 w 平 面 下 
部 的 半圆 构成 积分 回路 . 积分 回路 包含 (4. 1. 16) 式 
中 积分 核 的 极点 a—ie. (bz 一 0 时 , 则 由 实数 轴 加 一 ~ 
上 ur- 一 平面 上 部 的 半圆 构成 回路 . 这 时 回路 中 没 
有 极点 ,因此 回路 积分 为 零 . 按 复数 积分 的 留 数 定 
理应 有 


Ka) = базе“ (4.1.17) 
现在 可 以 利用 上 面 得 到 的 (4. 1. 16) 和 (4. 1. 17) 式 
将 自由 粒子 的 演化 算 符 写成 


09 ,0)= 60е 
4.1.18) 


人 们 也 许 会 问 ,从 (4. 1. 17) 式 到 (4. 1. 18) 式 是 把 数 a 换 成 了 算 符 Н, ,这 样 做 能 行 
吗 ? 由 于 一 个 是 数 的 等 式 一 个 是 算 符 式 , 这 种 做 法 似乎 是 有 问题 的 ,不 过 不 要 忘记 


算 符 等 式 只 有 在 作用 于 态 矢 上 时 才 有 意义 . 将 任何 态 矢 用 的 本 征 态 矢 展 开 并 
用 (4.1.18) 式 作用 于 其 上 时 Ho 就 转化 成 它 的 本 征 值 这 时 (4. 1. 18) 式 就 和 


《4.1.17) 式 等 同 了 ,所 以 这 样 的 代 换 是 可 行 的 . (4. 1. 18) 式 就 是 U OR ÒO Со) 
的 变换 , 即 


б®ва,о) = | Зее) (4. 1. 19a) 
一 2x 
Ùw) = — (4. 1. 19b) 
w— f +ie 
下 面 分 别 讨论 频率 空间 的 演化 算 符 ÙO (w) 在 动量 空间 及 位 形 空 间 中 的 矩阵 元 . 
(а) (р 09а) |р = 太一 一 一 12 
w— Fo + ie 
=| —;— lp 
о В+ 
= i lp) 
aF. 
о +i 
= арр) — i (4. 1. 20) 
Ганя 
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Ы lw 129 = | аже уо, 
二 
=[ 4Ф— i 一 (zl1p) 人 pz》 
га 
m 
= 人 кзы; (4.1.21) 
Li E, 
-E tie 
引入 po 
к= 4.1.22) 
则 有 


09а) 1 | Зрок 


0 TT 
这 时 可 仿照 前 面 的 讨论 . (1)z 一 x“ >0 时 在 p 面 上 由 实数 轴 加 一 个 上 部 的 半圆 构 
成 一 个 回路 ,其 中 包含 极点 po 十 二 , 故 有 


a (ÙO (w) | z= 2ri = Ani са 


= >», 4. 1. 23) 


(2) zx 一 x'<0 时 ,在 p 面 上 由 实数 轴 加 一 个 下 部 的 半圆 构成 回路 ,回路 中 包含 极 
点 一 名 一 ,类 似 地 得 到 


(1090) 12) = А (4.1.24) 
于 是 可 将 (4. 1. 23) 和 (4. 1. 24) 式 合 写成 
(z (ÙO (w) | z) = ењ (4.1. 25) 
po 
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4.2.1 非 自由 粒子 传播 子 的 近似 解法 
前 面 讨 论 了 自由 粒子 的 传播 子 , 现 在 讨论 受到 势 作 用 的 非 自由 粒子 的 情况 . 这 
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时 演化 算 符 为 
Оа,0) = eh = eh (4.2.1) 
相应 的 传播 子 为 
Dela’ 137,0) = (x | ено) | ту (4. 2.2) 
如 果 系 统 能 严格 解 出 定 态 方程 
H| p) =E, |g) (n=0,1,2,.%) (4.2.3) 
则 传播 子 即 可 明显 表示 为 


Dela мӊх,0у= D(z’ | ev | „угш, | ху 
= Dr | pe™ | х) 


= У) фа) re (4.2.4) 


利用 上 式 即 可 求 得 系统 在 任何 时 刻 + 的 波 函 数 . 将 开始 时 刻 的 波 函 数 y(z,0) 按 
Ф. СОР 
Hz,0)= (x | 902,0) 


= У) а | Ф) фр | 00,0) 
= Dep. (2) (4.2.5) 
其 中 
一 (和 |Wzy0O)) -f4 drp; Cz)Wzy0) 4.2.6) 
另 一 方面 利用 (4. 2. 4) 式 
фсе |” аиса 059027,0) 


= Га ес Eao 
= Dope 4.2.7) 


Са) 比较 (4. 2. 5) 及 (4. 2.7) 式 可 知 ,在 已 知 E, sp СОЯ Т, REE jz,0) 
按 w,(z) 展 开 , 则 系统 在 任意 时 刻 的 波 函 数 只 要 加 上 相应 的 es 因子 即 得 . 可 惜 的 
是 在 很 多 情形 下 不 能 严格 解 出 定 态 方程 来 ,所 以 需要 寻求 一 种 系统 的 近似 求解 
方法 . 


(b) 讨论 立 不 依赖 于 : 的 情形 . 类 似 于 自由 粒子 的 情形 ,在 这 种 情形 下 首先 作 
演化 算 符 的 傅 里 叶 变换 ,沿用 得 到 (4. 1. 18) 式 的 论证 方法 ,有 
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ба,о)= 60е 


-|w i 
ж „—Ң,—-у+и 
= Гаека 
其 中 天 (w) 为 
T P 
w Vii 
称 为 频率 空间 的 “完全 传播 子 ”. 


ATTER ARAN TEANAS 
1 
А-В A А А А А А 
将 (A 一 B) 左 乘 上 式 的 左 、 右 方 都 得 到 1 从 而 上 式 得 到 证 明 . 
利用 (4. 2. агн 
K(w)= 


—H,—V+ie 
ойр 


1 1 


+ v 


= KO (w) RO w) NRO w) 


HRO 0) С VRO (о) (VORO (ш) ++ 


其 中 


Ке) = —1—— 
w— Pho +ie 
是 前 面 的 (4. 1. 19b) 式 中 已 引入 的 “自由 传播 子 ”. 


4.2.2 两 点 推论 
由 (4. 2.11) 式 可 以 得 出 以 下 两 点 推论 . 
Са) 回 到 实时 的 演化 算 符 U(:,0) 有 
ба,о= | 8 Ko) 


二 E ee [К® (а) HRO 00) С ӘК (о) 十. 


+в! +1в1в41+.. 


—Hotie w— Hotie w— Н+ 
一 二 一 7 一 一 7 一 一 一 
w—Htie w— Й, іе w—H,+ie 


(4. 2. 8) 


(4. 2. 9) 


(4. 2, 10) 


(4.2.11) 


а. 2, 12) 
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=й®а,о—1]40® аа 0) 


+02 a [ааб слабе аз VO G10) + 
4.2.13) 
其 中 
bouo = |7 ei (4.2.19 
~a а, іе 
为 了 说 明 (4. 2. 13) 式 的 第 三 等 式 是 如 何 得 到 的 ,以 其 中 的 第 二 项 为 例 来 加 以 说 明 ， 
利用 公式 


го) | еа 4.2.15) 


有 
[енко оК) 
=f ge iehi 
т w— Hti w— Ho +ie 
= [е 1—0 | wa) 
-+ w 


=[ 由 一 | 一 on 
сф [а а aean 


lo + ie 


2 „—Ң,+% Po +ie 
| ee 
一 ea atie mi EFi 


= [nbo Се) #0079 Cn ,0) 


= Габе 20» (m50) (4.2.16) 
最 后 一 个 等 式 将 & 的 积分 限 从 (一 ==,c=) 换 写成 (0,0 是 因为 
UV) 一 0 一 6De =ч) 


及 09 (n ,0) 一 0 De Rn 
中 的 gz 一 a) 和 be) 限制 了 的 取 值 范围 为 (0, 人 ). 
(b) 由 (4. 2. 11) 及 (4. 2. 13) 式 可 求 出 系统 初始 态 为 |i) , 终 态 为 | 7) 的 几率 幅 


UDINE А, 的 能 量 本 征 态 ]. 
Ampu D= (f | ба,о)\) 
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= | | eR ә 


=i[ gegi 19+01- 
一 ГО = 
Vl | 及 上 fl 一 一 六 一 一 
w— H +i ой +i ое 
Vl idt 
w— Po +ie 
„Г OT 1 á 1 Fiad 
= tT 
| pis} Ж 
to АД ны } 
i Фе 1 1 
Т AA 


1 7 Р 
+ re VT VT } 
(4. 2.17) 


仿照 前 面 的 精神 ,在 过 0 时 即 可 在 w 面 上 添加 下 大 半圆 变 成 回路 积分 并 应 用 留 数 
定理 ,上 式 最 终 可 写成 
Amprit = дри + Шер ефе (4, 2. 18) 
以 上 式 的 第 二 项 为 例 仔细 说 明 如 何 由 (4. 2. 17) 式 得 到 (4. 2. 18) 式 
1 ЖУ 
rr A 
«іў 
ZE How- E Fid 


Р к 1 г 
о куте” к=] 1019 


= к=к” —«*)(у|ў|д 
在 上 面 的 推导 中 ,从 第 二 行 到 第 三 行 时 就 如 同 前 面 的 推导 一 样 ,在 w 面 上 加 上 下 
大 半圆 并 对 两 极点 w 一 Er 一 о Е, — іе 取 留 数 而 得 到 的 结果 . 


42.3 非 自 由 粒子 传播 子 的 路 径 积分 推导 


为 了 说 明 路 径 积分 的 有 效 性 并 熟悉 它 的 技巧 ,现在 再 用 路 径 积分 的 方法 导出 
(4. 2. 13) 的 微 扰 展 开 式 . 
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根据 前 面 已 导出 的 传播 子 , 即 演化 算 符 在 位 形 空间 中 的 矩阵 元 的 路 径 积 分 表 
示 (4.1.16) 式 ,有 


са бао) | х= [Plz Je 
= [осоо] Гута? иаа а) 
= [осоо f'a "ёо? 
-p ауса +å (Гауса) +] 
4.2.19 
注意 在 路 径 积分 中 一 切 量 都 已 是 经 典 量 ,不 再 有 算 符 的 对 易 问 题 ,所 以 可 将 指数 上 


的 V 直接 展开 如 上 式 的 最 后 表示 式 . 以 下 分 别 讨论 (4. 2. 19) 式 中 右 方 的 各 项 . 
(a) 第 一 项 
[Dize ШК Те) a OPU) |) (4.2.20) 
就 是 (4. 1. 6) 式 中 已 讨论 过 的 自由 粒子 演化 算 符 在 位 置 空 间 中 的 矩阵 元 . 
СЪ) (4. 2. 19) 式 中 第 二 项 的 从 (1 二 0,z) 一 (t,x ) 的 路 径 积分 分 成 两 段 


а = 0,2) > йт”) 


上 的 路 径 积分 ,同时 对 л”, — оо-ов), Bp 
=i fdn [рсе Vcc Vexp (i атада) 


= 一 这 Је [хер], Bm yar уста? 
[Dwe f" ЕГА 


=i fanfara 09n) | уст | 09 цо) | 2) 


=i fdn ta" | UO DVU” 0) | 2) (4.2.2) 
«с 把 第 三 项 记 为 (A), 即 
SY [ian [ауса КЎ Таа) са) 
仿照 第 二 项 把 时 间 分 段 如 下 : 
当 所 > 和 ,时 间 划 分 为 
000) => h(a”) 00007) 02) 
M a> 时 ,时 间 划分 为 


0D — tala”) 07) tx) 
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于 是 (A) 分 成 两 项 ,并 按照 第 二 项 的 推演 可 将 其 写成 
SY fia Га Гаа 1 Сеа | уат) 
+" UM) | Va” | Ù® 600) | z) 
"а | an farfara Ое сао усе 


e a” 09 Cnt) | У Саа" |U® 6020) | z) = (A) (4. 2, 22) 
现在 仔细 看 一 下 (4. 2. 22) 式 中 的 两 项 . 

第 一 项 的 积分 区 是 正方 形 的 下 三 角 , 而 第 二 项 

的 积分 区 是 正方 形 的 上 三 角 ( 见 图 4. 3). 但 是 ,考虑 

到 把 4 与 4 交换 一 下 ,两 项 正好 互 换 而 bye 都 是 

积分 变量 ,符号 改变 积分 应 当 不 变 , 可 见 两 项 是 相等 


的 .把 两 项 合并 正好 消 掉 吉 因子 且 将 | dz С 


图 4.3 


及 | dz |27) (a7 | 都 换 成 1, 即 得 到 (4. 2, 13) 式 的 第 
三 项 . 于 是 我 们 最 后 又 得 到 
‹а' \йа,0) | а) Са | [U® (1,0) [абе WOU® 00,0) 


+02 ав [абе солае Оз уйе а ,о› 


+12) (4. 2. 23) 
它 和 前 面 得 到 的 (4. 2. 13) 式 完全 相同 . 将 导出 (4. 2. 13) 式 的 两 种 方法 作 一 比较 ,可 
以 看 出 路 径 积分 更 为 简捷 . 


4. 3 传播 子 是 薛 定 廖 方程 的 格林 函数 


4.3.1 传播 子 是 格林 函数 的 证 明 
我 们 知道 ,能 量 本 征 态 矢 是 定 态 薛 定 兽 方程 的 解 , 而 含 时 薛 定 刘 方 程 的 解 是 物 
理 系 统 随 时 间 演化 的 态 矢 Kx) B=) 
(=; +уУо—1@ уо =0 (4.3.D) 
可 以 证 明 传播 子 D(x; ,tz ух ,ti) 满 足 如 下 的 方程 
CA УКУ) =i È) раз аза) анау 
= к) а) 
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ЗОРУ: 9 ат! х оо 的 微 商 . ЕНЕ TAE A ЕЕ ТӨ ЛУ ЕО НЕК ВА 
数 . 证明 如 下 . 
从 前 面 讨论 的 (4. 2. 4) 式 已 知 ,如 定 态 方程 
(- 器 +vco)mcn = Ep, (x) (4. 3. 3) 


的 解 已 知 ,传播 子 可 表示 为 


Ур.) О) „>һ 


Drean =] (4.3.4) 


0 4<h 
WE, H >h 时 ,(4. 3. 2) 式 的 左 端 为 


(Avva) -i 2) Уеа apese 
-DC E Vi Vg бева) 


+ Pp) «о(—1@-е Barw ) 
= У) (Е, — E p Оо)" (es =0 


4.3, 2) 式 为 右 端的 Be 一 6) 一 0, 故 (4. 3. 2) 式 成 立 . 

H <h 时 ,(4. 3. 2) 式 的 左 端 因 Dr 为 零 而 为 零 , 右 端 这 时 6 一) 二 0, 故 
(4. 3. 2) 式 也 成 立 . 

下 面 考察 在 二 及 其 邻 域 处 (4. 3. 2) 式 是 否 成 立 , 这 时 (4. З. 2) 式 右 方 的 
Be 一 5) 将 起 作用 . 根据 6 函数 的 性 质 , 准 确 地 讲 应 当 根据 (4. З. 2) 式 的 两 方 在 
пе 十 ele-*0) 小 范围 内 的 积分 是 否 相等 来 判断 (4. 3. 2) 式 成 立 与 否 . 

先 看 (4. 3. 2) 式 的 右 方 : 

lim—i dd Gs 000—0) = i a а) 

再 看 (4. 3. 2) 式 的 左 方 : 


еч А 
lim [а (У Уса) 15.) раз маната) 
- a 


h 

=li vi a 

= lim| 2e(— XÉ +V Ca) ) De (xz sta sxi м) Оға за Hessi әл) 
єч 2т 


+100 — e; m] 


=—ї1Шук(х: хэ) 


最 后 一 个 等 式 的 得 来 是 由 于 е0 时 第 一 项 的 积分 等 于 被 积 函数 乘积 分 长 度 2e. 
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е0 时 , 它 为 0. 第 三 项 中 t= 一 e<<n , 故 为 0. 因此 ,只 剩 下 第 二 项 . 
进一步 地 ,有 
—їОкбх зз) У) рео) (ху) = id Ca — ху) 
至 此 证 明了 在 所 有 的 情形 下 (4. 3. 2) 式 都 成 立 . 
得 到 传播 子 是 莅 定 户 方 程 的 格林 函数 以 后 ,可 以 证 明 物 理 系统 的 传播 子 与 自 
由 粒子 的 传播 子 之 间 有 如 下 的 关系 
Руке азу) =DP (xz t231) 
Јазар с маза DVDr Gs мава 
(4.3.5) 
或 
Реа мазку) =DP Ca мз sh) 
а Јар оң мазх) УР ж муу е 
4.3.0) 
证 明 过 程 如 下 . 为 方便 起 见 , 把 (4. 3. 5) 式 改写 成 如 下 形式 


DP Ска stasi sti) =De (Xz ахун) 


Hi Га р о мал VG) Dr з зал h) 


为 了 证 明 上 式 成 立 ,用 (一 时 一 эк ЕЛЕЕ зза. 


作用 于 左 端 时 有 
(=1- 2)” (хаза) =— Caa — худ —) 
作用 于 右 端 有 
(6-12 )р э +1]4».(—# — Ә-) 


DP (хз sta x3 sta )V (x3) Dr (Xs sts 3X1 sti) 


= (Fi )Dr stin) +i [ënda i= i e — ж) 
е 80 — ta) |V (xa) De (Xs hsm) 

= (6 -2)р. tagi sti) HV (2) Оек sta зла sta) 

=—@ (аз 000 — h) 


пы арната, з. 2, Бий. з. D NIN -i È ) 作 
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用 于 (4. 3.6) 式 左右 方 的 结果 ,发 现 它们 相等 ,从 而 证 明了 (4. З. 5) 式 或 (4. 3. OR 
成 立 . 


4.3.2 小 结 


一 个 物理 系统 在 外 势 作 用 下 随时 间 的 演化 规律 可 以 用 系统 随时 间 变 化 的 波 函 
数 来 描述 ,也 可 以 用 传播 子 来 等 价 地 描述 . 严格 求解 出 传播 子 通常 难以 做 到 ,因此 
需要 发 展 出 一 种 有 效 的 微 扰 展开 方法 . 前 面 得 到 的 (4. 2. 13), (4. 2. 23) 以 及 
(4. 3. 6) 式 ,其 实 都 是 等 价 的 微 扰 展 开 的 不 同 表述 方法 ,都 是 利用 已 知 的 自由 传播 
子 和 给 定 的 外 势 来 展开 到 无 穷 阶 ,实际 应 用 时 在 一 定 的 近似 程度 下 取 到 有 限 阶 . 尽 
管 这 种 微 扰 理 论 是 一 个 系统 的 形式 比较 完美 的 理论 ,但 它 仍 存在 不 适用 于 强 外 势 
情形 的 局 限 性 . 


4.4 大 上 极限 情形 的 虚 时 延 拓 和 生成 泛 函 


上 节 末 提 到 本 章 的 中 心 是 用 传播 子 表述 的 微 扰 论 替 代 传 统 的 量子 力学 微 扰 
论 , 它 的 优点 可 概述 如 下 :CD 形式 上 是 统一 的 ,不 会 因为 物理 系统 不 同 而 不 同 ;@ 由 
下 面 的 大 时 间 间 隔 的 虚 时 延 拓 可 看 出 在 它 基 础 上 还 可 以 发 展 一 些 技巧 来 帮助 求 
解 !@ 这 种 传播 子 的 描述 方式 可 以 自然 地 过 渡 到 相对 论 性 量子 理论 一 一 量子 场 论 . 
4.4.1 ШЖ 


由 前 面 的 讨论 知道 ,如 系统 的 本 征 值 系 {E, ) 及 本 征 波 函 数 系 {gp,(z)) 已 知 , 则 
传播 子 可 表示 为 
Dr(zzeatmyt) = Уфе Софі Сп) а) (4.4.1) 
如 果 在 问题 中 考虑 大 的 时 间 间 隔 te D1 的 情形 , 则 可 在 讨论 的 中 间 过 程 中 将 时 
间 延 拓 到 虚 时 会 带 来 不 少 的 简便 . 当然 在 中 间 计算 过 程 完毕 后 仍 需要 再 返回 到 实 
时 . 在 中 间 过 程 中 作 如 下 的 虚 时 延 拓 
„1-41 
T>1 44.4.2) 
这 时 由 (4. 4. 1) 式 得 
工 


(2.1) Ус ает 
由 于 E, >E, (n40) ‚ Pr LATE НЕ ИА 
Dr (22> -ifini Т) рс DEBT +обе т) (4.4.3) 
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由 上 面 的 近似 表示 便 可 以 预见 延 拓 以 后 为 什么 会 简便 许多 . 
442 ERZE 


下 面 引入 生成 泛 函 的 概念 , 它 在 后 面 讨论 散射 问题 时 将 会 用 到 . 从 这 里 再 一 次 
看 到 传播 子 的 方法 贯穿 了 量子 理论 的 各 个 方面 . 
我 们 先 从 经 典 理论 来 人 手 . 一 个 一 维 量 子 系统 对 应 的 经 典 系 统 的 运动 方程 为 
ИЕ 
та т dr 
现在 考虑 在 该 系统 的 经 典 方程 中 原 有 的 力 外 ,再 加 上 一 个 在 某 一 时 间 间 隔 内 
的 外 源 项 ,使 其 运动 方程 改变 成 为 


+ = др ҮЕ 
其 中 j(#) 在 时 间 的 两 端点 4,t 处 为 零 . 这 时 它 的 经 典 作用 量 为 
ja ІК ато Ус) +200) (4.4.5) 


ОС ааа И, 由 
于 前 面 的 讨论 已 经 得 到 这 样 的 结论 , 即 量子 系统 的 传播 子 的 路 径 积 分 表示 中 被 积 
函数 指数 上 的 函数 形式 就 是 相应 的 经 典 理论 的 作用 量 ,所 以 量子 系统 的 传播 子 
руа. 4. 5) 式 , 即 可 写 为 


Обуна) = [Diz Jex [i | а(та +У‹ю +209)0)] 
4.4.6) 
在 此 基础 上 定义 生成 泛 函 如 下 
WGO) 二 Dt (zm Т) 44.4.7) 
а 
生成 泛 函 具有 以 下 重要 的 等 式 
сюр" Ha] be 
= [рх] о (жч) +уо)] 
= limay f | Tær |, Т (4.4.8) 


其 中 TCz(e)…z(6)) 叫 编 时 算 符 , 它 的 定义 是 将 其 中 的 算 符 按 它 的 时 间 顺 序 由 
右 排列 到 左 . 例如 ,对 含 两 个 算 符 的 工 算 符 有 

TOACG)I BE)) = be — DÅB) 十 ga 一 Bo)AGe) (4.4.9) 
(4.4. 8) 式 的 第 一 等 式 直接 可 以 看 出 . 只 需 证 明 第 二 等 式 . 
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Са) 假定 这 一 系列 时 刻 已 按 顺 序 排列 , 即 5 一 6 一 pa 一 … 一 5 一 tr, 这 时 按 编 时 
算 符 的 性 质 有 
(хум, | T(z (0) z(t)) | ху) 
= (куму | алаа) | хэ) 


在 上 式 中 插入 n 个 
Гос 14, =1 


得 到 
(хум, | Тхе) | хуз) 


= Цаасан | rte | Beate en (алуп | җн 
Ц 

-I [dapr (21 за.) ашала ste rn 
рк (жу, 15.3) 

= TI f” ане ёзу О СОХ 
12 


= Гроза" 


于 是 (4. 4. 8) 式 的 第 二 等 式 得 以 证 明 . 
СЪ) 如 这 一 系列 的 时 刻 取 其 他 的 时 间 序 列 ,由 于 编 时 算 符 的 作用 , 它 总 会 将 恰 
当 的 хо) 放 在 它 应 有 的 时 间 位 置 上 , 按 前 一 样 的 论证 , 仍然 得 出 相应 的 


жч) 因子 及 el 村 [erweo]e, 这 样 (4.4.8) 式 的 第 二 等 式 也 一 样 得 证 . 


4.5 谐振 子 系统 


在 这 一 章 里 引入 了 传播 子 的 概念 ,通过 它 把 量子 理论 中 动力 学 问题 的 讨论 纳入 
到 一 个 系统 的 理论 框架 中 去 ,而 过 去 量子 理论 中 讨论 过 的 内 容 都 可 在 这 一 形式 下 得 
到 重 现 . 不 仅 如 此 ,应 用 这 一 个 系统 的 理论 形式 还 可 以 对 具体 的 物理 问题 作 更 为 深入 
和 系统 的 讨论 . 为 此 ,本 节 中 以 谐振 子 系统 为 例 应 用 本 章 的 理论 再 来 讨论 一 次 . 


4.5.1 谐振 子 内 容 回顾 


第 1 章 中 曾 讨论 过 谐振 子 问题 . 谐振 子 系统 的 哈密 顿 量 为 
й= Ë + ty 


(BD +уш)] 
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引入 
一 上 下 
т 
以 及 潭 灭 及 产生 算 符 
ib 
= (+ э 
“=T 
于 是 入 可 改写 为 
(5+2) 
Е 
N=ata 


МЖА УМ 有 共同 的 本 征 函数 系 {|n)) 
Ñ|n)=n]n) 
现在 来 求 这 些 本 征 态 的 波 函 数 . 
Са) 先 看 10》, 即 求 "一 0 的 态 的 波 函 数 
由 前 已 知 
al0)=0 
在 上 式 两 方 左 乘 以 (z| 得 


о= lalo =! |2) 


-F +610 


= нә 
解 出 
+ 
Фоо = ( ) exp(— Fma) 
А 
(72) 是 归 一 因子 . 


(b) п=1 的 |1? 的 波 函数 
фа) (т |1) = (1410) 


(4.5.1) 


(4. 5. 2) 


第 4 章 动力 学 的 路 径 积分 形式 эз. 


А 
= төх (©) е 44.5.3) 
Сс) |а) 
Фа —1—‹х | (a+) |0› 
器 


Еи 
VF- io 


Ө ef 


Уп! 
= т 7; а (т) о 
I it 
ау (н) (т) e 
= gap Vma) (mj ae (4.5.4) 


其 中 H, 是 厄 米 特 (Hermite) 多 项 式 . 
4.5.2 谐振 子 系统 的 传播 子 


传播 子 的 路 径 积分 表示 为 
ьа маз) = [DiD Jepi STOD 4.5.5) 
前 面 已 讲 过 ,路 径 积分 的 意思 是 粒子 从 :一 0 时 刻 居于 т 处 演化 到 + 时 刻 居于 
z/ 的 几率 幅 , 是 由 连接 两 固定 端点 的 т 及 z' 的 所 有 可 能 路 径 所 对 应 的 相 因子 
exp SrO DRAT. 在 这 无 穷 多 的 路 径 中 当然 也 包括 一 条 特殊 的 路 径 一 一 经 
典 轨道 . 谐振 子 的 经 典 轨道 满足 的 运动 方程 是 
Жаа) =— a ta (t) 
Pass (4.5.6) 
Ta) =т' 


它 的 作用 量 是 
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sz] 一 | Bd aD 
如 图 4.4 所 示 所 有 的 可 能 路 径 可 以 用 хт) ЖЖ 
л. 但 它们 也 可 以 按 经 典 轨道 为 基准 的 偏离 jz 
Br(D) = 20) 240) 
来 表示 . 即 对 所 有 的 z(2) 的 路 径 积 分 可 以 代 之 以 
对 所 有 的 ar(t) 的 积分 . 即 (4. 5. 5) 式 可 表示 为 
Dr(a’ ,ts2,0)=| Dard JexpiSLzs CD + аг] 


(4. 5, 8) 


其 中 
Зао +8z(D]= |, ё, HD? — at (zs ајаг 


= | а олаг GD ала — 2 zdr—o GDA 
= 51+ [ае та авга aza U] 
+ ае по айз] 44.5.9) 
上 式 右 方 第 二 项 利用 分 部 积分 可 证 为 零 , 即 
Гата сеа аа аа) 
= таа — J атаса Hatta] 
= 0 
上 式 第 一 项 为 零 是 因为 在 两 端点 drC) = 8200) =0. 第 二 项 为 零 是 因 经 典 轨道 
ža (t) +a? za 0) 0604.5. DRACU. 5.8) 式 得 
Орса ,tiz,0)= |Р{ёх@ ЭДехр@5[ зу Dexp(i 1108209 — 2 C81)’]) 
= exp(iS[zs]) • De(0,t0,0) (4. 5. 10) 
上 式 的 物理 意义 可 以 解释 如 下 :谐振 子 的 传播 子 可 以 看 做 由 两 部 分 组 成 . 第 一 部 分 
是 由 经 典 轨道 贡献 的 一 个 相 因 子 , 这 个 经 典 轨道 是 (0,z)->(t,zx). 第 二 部 分 是 从 
(0,0) 一 (z,0) 的 传播 子 ,因为 现在 的 aiz(t) 与 原来 表示 路 径 的 xz(1) 的 意义 毫 无 区 
别 . 换 句 话说 ,这 一 传播 子 是 从 原点 出 发 经 过 所 有 可 能 路 径 在 上 时 又 回 到 原点 的 传 
播 子 . 由 此 得 到 一 个 推论 , 即 所 有 不 同 的 谐振 子 的 传播 子 Dr (z ,zziy,0) 和 


Ор Саз" ,tizsy0) 都 有 共同 的 De(0,t;0,0) 部 分 ,相差 的 只 是 它们 中 的 exp(iS[zio D 
和 exp(iS[Lzsen ]). 根据 上 面 的 讨论 ,下 面 分 别 来 计算 exp(iS[xs]) 及 De(0,t30,0). 
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写 出 经 典 轨道 的 明显 表示 
Za(D = Asin(wt + 9) 4.5.1) 
及 两 端点 的 值 
2:0) 
zalD = Asin(wt +9) = т 
从 (4.5.12) 式 可 以 将 A,p 用 z Kr KRR. 由 (4. 5. 12) 式 的 第 二 式 有 
х'= Asin(wt + 9) = Asinwtcosp + Acoswtsing 
= Acosgsinwt + zcoswt 


= Азтр= z 


‹4. 5.12) 


得 


10и «4. 5,13) 
ы Sinwt 


Acosp = 
将 (4. 5.12) 式 的 两 式 相 除 , 得 


SS 
х' © пы to) sinwtcospt coswtsing (4.5.14) 


由 (4.5. 12), (4. 5. 13) 及 (4. 5. 14) 式 可 得 
Arsin2g = 2Азїпр * Acosp 


= а _ Tcoswt 
= (6 sinwt 44. 5. 15) 


Arsin(2wt 十 29) = 2Asin(wt + Ф) * Acos(wt + Ф) 
= 22'A (comt coap — sinwtsing) 


_ zcoswt 
кы [ош (=== 


zsinor] 
= 2r (zcowt — #5 (4. 5. 16) 


Sinwt 
有 了 以 上 的 准备 ,就 可 来 计算 522000 
5з ю1= "|а аә ал209) 


Аал [аи сов Got’ + 9) —зйё ш” + @] 


= Аш [аи сонсоо +20) 


= Аа зіп + 2р) 一 sin29] 
mw (9172 -wr 
(он а — ы Баны) 
= PLG? +z )cotwt —2rr'csowt] (4.5.17) 


现在 转 而 求 De(0,t;0,0). 记 
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Dr(0,130,0) =J W (4.5. 18) 
利用 完备 性 将 传播 子 改写 成 
Dr(a’ мух,0у= (а' | eB | х) = a | aka 12) 
= “Гаа ей | | eh аә 
= | аира анаа) 4.5.19) 
将 (4. 5. 10) 式 中 把 Dr PRJ С) Җ S[zs] 表 示 的 办 法 应 用 于 上 式 的 两 方 ,得 
2ехр(і 50 паа? 4-00) сола) 一 2rr'cse(wo]) 


= лаја) | avexp(i Гс Haco =n) 


—2x'z’csc(w(t—4))]). ехр(ї PTG Жасоо) —2xr'esc(wn)]) 


(4. 5. 20) 
其 中 用 到 (4. 5. 17) 式 的 结果 . 上 面 的 等 式 应 对 任意 的 ,x' 都 成 立 ,所 以 可 令 х= 
Zz 二 0, 上 式 成 为 


IO li И 2 
падут а еко ( Гео ын 00) + oond) 


= [2% 1 
mw Cotw(t — tı) + со 


_ [2ni sinwlt— t )sinwt, JË 
[ыан Т 


Я Ес ОИУ ttit t 分 别 对 应 的 因子 ,可 以 得 到 


| 
а) = ретті De(0,t;0,0) (4.5. 22) 


有 了 (4. 5. 22) 及 (4. 5. 17) 式 后 ,谐振 子 的 传播 子 最 后 可 表示 为 
рна) = зт ехр |i PRL"? +-а7соши — 22 22) 
«4. 5, 23) 
45.3 用 传播 子 方法 解 谐振 子 问题 


现在 以 谐振 子 为 例 说 明 用 传播 子 的 办 法 同样 可 以 求 得 它 的 所 有 能 量 本 征 值 及 
定 态 波 函 数 . 
从 传播 子 的 表示 
Dela’ st37,0) = Уф, аф: Сеи (4.5. 24) 
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出 发 , 令 上 式 中 的 x 二 z, 并 对 工 积分 ,有 
Грено Уе | азр, Саад 
= De™ (4. 5, 25) 
将 谐振 子 传播 子 的 表示 式 (4. 5. 23) 代 入 上 式 ,得 


六 aprcer'o= Га таер "(2л cotwt — 2a*cscwt) ] 


Генон) 


= Устен ‹4. 5. 26) 


最 后 一 个 等 式 应 用 了 等 比 级 数 的 求 和 公式 . 将 (4. 5.26) 504. 5. 25) 式 作 比 较 ,立即 
得 到 谐振 子 的 能 量 本 征 值 


Е, = 90+ 1) (4.5, 27) 
为 求 定 态 波 函 数 , 仍 从 (4. 5. 23) 式 出 发 
Dla,t;z,0)= [E а) [Hi шош асын] 


- (енн) ертш 


= [т (De) exp(— mar? S) 
ei aaa 
+ ехр[— mur? (1—6) Q е Hett у] 


+ 
= (Же) сє H mart + (4. 5. 28) 


将 (4. 5. 24) 与 (4. 5.27) 式 作 比 较 , 可 知 
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Ф apla) = ("е 


gi бю) (де 


于 是 得 
ФО) = myje 


p(z) = /@тәхф»(х) AEM: 
于 是 求 得 了 谐振 子 的 所 有 定 态 波 函数 . 这 一 段 讨论 或 许 会 让 人 们 觉得 用 传播 子 的 
办 法 导出 谐振 子 能 谱 及 波 函 数 是 很 简易 的 ,无 须 作 元 长 的 推导 . 其 实 , 主要 推导 已 
在 算出 传播 子 时 进行 过 了 ,因此 在 工作 的 繁复 程度 上 并 无 区 别 . 这 里 的 讨论 只 是 要 
表明 ,用 传播 子 方法 可 以 系统 地 在 一 个 理论 框架 下 讨论 量子 力学 中 的 各 种 不 同系 
统 问题 . 除 此 以 外 ,如 对 原来 的 系统 可 以 求 出 它 的 传播 子 , 则 在 原来 的 系统 上 加 上 
一 个 微 扰 时 ,还 可 以 系统 地 求 出 其 近似 的 传播 子 . 以 谐振 子 系统 为 例 , 设 系统 受到 
的 势 作用 为 


VD = титл? — fx) «4.5, 30) 


这 时 系统 的 传播 子 可 以 这 样 求 得 . 
Са) 重复 (4. 4. 4) 到 (4. 4. 6) 式 的 步骤 , 即 求 出 谐振 子 势 加 上 外 源 项 x(1)j(1) 
的 传播 子 DECE stitit). 
Cb) 利用 Di 可 以 求 出 DrCzrytryzy6sFCz)) 的 展开 式 
Ок(ту мул ауа) 


= [осле 了 а та 10 Gma O 90))) 
=exp[i Г шу(— igo) Hertz Al 


> ЖАП, (( mioh Оса] (4.5.31) 
于 是 可 以 根据 精确 程度 的 要 求 在 右 方 的 展开 式 中 取 确 定 的 前 几 项 算出 (4. 5. 31) 式 
的 近似 表示 式 , 然 后 用 它 讨 论 系统 的 所 有 物理 性 质 及 演化 规律 . 只 要 一 次 求 出 
DE(zyvtyszivt) 后 ,对 于 任何 形式 的 /(z) 都 一 样 直接 用 (4. 5. 31) 式 来 计算 . 从 这 
里 可 以 清楚 地 看 出 这 一 方法 的 优越 性 . 
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前 几 章 主要 围绕 这 样 一 个 主题 在 进行 , 那 就 是 量子 理论 和 经 典 理论 一 样 其 中 
心 内 容 是 物理 系统 的 演化 规律 , 即 动力 学 问题 .为 了 建立 一 个 统一 的 ,系统 的 动力 
学 理论 框架 我 们 讨论 了 以 传播 子 概念 为 核心 的 量子 系统 的 路 径 积 分 形式 ,在 上 一 
章 末 并 用 谐振 子 系统 为 例 说 明了 如 何 具体 应 用 这 一 形式 理论 . 虽然 我 们 不 可 能 在 
本 书 中 讨论 各 种 复杂 的 物理 系统 及 其 演化 规律 ,不 过 所 有 的 复杂 动力 学 问题 不 外 
是 由 一 些 最 重要 的 基本 动力 学 过 程 所 组 成 ,因此 只 需 着 重 讨论 这 些 基 本 的 动力 学 
过 程 , 便 可 在 它们 的 基础 上 去 讨论 更 为 繁杂 的 动力 学 问题 . 这 就 是 本 章 将 要 讨论 的 
内 容 . 


5.1 基本 问题 


5.1.1 两 粒子 的 散射 


在 前 一 章 里 讨论 的 是 单个 粒子 在 外 势 的 作用 下 随时 间 变 化 的 演化 问题 . 微观 
世界 里 还 有 另 一 类 重要 的 动力 学 问题 , 那 就 是 粒子 与 粒子 之 间 的 相互 作用 过 程 , 特 
别 是 两 粒子 间 的 相互 作用 这 样 的 微观 世界 中 最 基本 的 问题 , 即 散射 问题 . 两 粒子 间 
相互 作用 的 有 效 距 离 是 很 小 的 ,所 以 可 以 认为 它们 在 散射 (产生 有 效 的 相互 作用 ) 
前 后 是 两 个 处 于 自由 状态 的 粒子 . 

设 散 射 前 的 + 时 刻 粒子 的 状态 为 |i) ,散射 后 的 < 时 刻 粒子 的 末 态 为 | РЭ. 对 于 
微观 的 散射 过 程 来 说 ,有 限 的 上 及 已 可 看 做 无 限 长 的 过 去 和 无 限 长 的 后 来 , 即 
(一 co 一 十 co), 因 此 | 袜 及 | 万 都 是 不 受 作 用 的 能 量 一 定 的 定 态 . 

ID= |) А М, 
IN = | фуу i 
1.10 t 

由 前 一 章 的 讨论 知 ,: 时 刻 系统 居于 态 1i),! 时 刻 系统 居于 | /) 的 几率 幅 是 演 

化 算 符 在 | ,| 万 间 的 矩阵 元 
Amput ,= | UG | 


= eff (фу 00,0) | pye™ (5.1.2) 
除了 两 粒子 系统 的 散射 问题 外 ,也 可 把 这 样 的 讨论 应 用 于 单 粒子 受到 局 域 势 
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作用 的 散射 问题 中 去 . 如 果 单 粒子 受到 的 势 作用 仅 限于 空间 中 一 个 很 小 的 范围 , 则 
粒子 在 远离 该 区 域 处 可 看 做 是 自由 的 , 当 它 接近 该 区 域 时 才 受 到 势 的 作用 并 改变 
其 运动 状态 ,然后 在 离开 该 区 域 较 远 后 又 回 到 自由 的 末 态 . 所 以 ,散射 问题 从 物理 
上 讲 既 包含 两 粒子 的 相互 作用 散射 也 包含 单 粒 子 的 势 散射. 由 力学 的 两 体 作用 可 
通过 引入 质心 坐标 及 相对 坐标 从 而 化 为 等 效 的 单 体 问题 来 看 ,讨论 单 粒子 的 势 散 
射 实际 上 已 在 很 大 程度 上 反映 了 双 体 散射 的 主要 内 容 . 

从 前 面 的 分 析 可 知 , 双 体 散 射 系统 的 险 密 顿 量 可 以 分 成 两 部 分 , 广 = 户 ,十 六 ， 
其 中 Н, 是 自由 的 两 粒子 系 的 哈密 顿 量 ,V 代表 两 粒子 的 相互 作用 , |i) 及 | 是 
Й, 的 本 征 值 分 别 为 EE, Ж Е, 的 本 征 态 矢 . 而 且 ,根据 上 一 章 的 演化 算 符 变换 到 频 
率 空间 的 kw) 及 它 按 立 的 无 穷 展开 式 , 有 


боо = | еба 
及 Да) ERO Cw) HRO о (VDRO Cow) HRO Cw) (VDRO Cw) 
VDRO „++ 
其 中 知人 = 一 
w— otie 


因此 (5. 1. 2) 式 可 展 成 
Атр st)= Г. ge 


wen (gy | ш) | py 


i 
oe 
— ж Р 1 Fa +ie 
+——— | › 
w— P +ie -APA 
[7 de EE 
АСИ 


к> _ 
Fw) EE TE (5.1.3) 


аы ёс» 
2xrw—E+ie 


Үз 


其 中 
Fa) = (gr lV et | 六 一 一 六 1) 二 全 (5.10 
а, +ie 
前 面谈 到 散射 问题 感 兴趣 的 是 :一 一 oo,t->oo 的 极限 情形 . 为 下 面 的 内 容 作 准备 ， 
先 讨论 一 个 积分 


- 
[auw 6.1.5) 
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上 述 积分 在 + 一 eo 时 因子 HE w0 的 情形 下 随 w 变化 而 剧烈 变化 ,而 Со) ВЕ 
名 的 变化 相对 缓慢 ,于 是 在 一 个 小 А» 范围 内 7(w) 几 乎 保持 一 定 而 e' 却 已 经 历 了 
各 种 位 相 ,因而 相互 抵消 对 积分 无 贡献 . 只 有 w 一 0 的 邻 域 才 会 有 贡献 ,因此 积分 
下 的 /(w) 等 效 于 一 个 常数 /(0), 于 是 有 


J = fO дт f а 


f Е (5, 1. 6) 


(0) 提 出 积分 号 后 剩 下 的 被 积 孙 数 - 守 记 在 :一 一 oo 时 仍然 只 会 在 wo И 
献 ,所 以 它 的 行为 ~6(o). 不 过 ,- 守 志和 3(w) 间 还 有 可 能 差 一 比例 系数 , 即 


= 


对 上 式 两 方 作 积分 ,复数 积分 沿 实数 轴 加 上 下 部 半圆 构成 的 回路 进行 ,由 留 数 定 
理 得 


ы 


A=[ Ас = lim | а 


Ce 
im i С ай 
= im ун Fe 
lim lim(— 2ке" 
=- 2i (5.1.7) 
所 以 在 积分 号 下 有 
Jim ©“ -„— дш) 6.1.8) 
把 (5. 1. 8) 式 应 用 到 (5. 1. 3) 式 中 去 ,写成 
4 


Jim Атр) = limi yi 


EE Г олсо Еф Ф) 


ЖЕ, 
у 


十 Ji SFE rido EF) 


EE 


一 各 [er EM (gs | Ф) HETE аР) 
(5.1.9) 
Н 14), lopi Н, 的 本 征 态 矢 , 故 有 正 交 性 
(gr | Ф) = дһ (5.1.10) 


同时 (5.1.9) 式 中 第 二 项 里 的 因子 后 也 可 用 (5.1.8) 式 的 代 换 , 即 在 上 述 


的 论证 中 将 w 换 成 E, 一 Ey, 便 可 得 到 
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EPE 
E-E te An- EF 
所 以 (5. 1. 3) 式 最 后 写成 

lim Amp pilt st) = ду — 2їдСЕ, — E;)F(E;) (5.1.12) 


—— 2xi8(E: — Е,) 5.1.11) 


这 样 一 来 ,散射 问题 便 化 为 求 FE ) 的 问题 了 . 
5.1.2 5 


上 面 已 经 谈 过 对 于 散射 问题 关心 的 是 6,z 趋 于 一 = 及 十 cc 情况 下 的 散射 几率 
幅 ,为 此 定义 S 和 矩阵 元 如 下 


15819 (gr [UG 1 фу (5. 1. 13a) 
并 可 将 (5. 1. 12) 式 改写 为 
(f | S| D = 8, — 2зї4дСЕ, — Е)ЕСЕ,) (5. 1, 13b) 
如 果 再 定义 一 个 工 算 符 如 下 : 
tgr l T| p) = FE) 5.1.14) 
则 S 算 符 就 可 表示 为 
S=1—2x8(E,—E)T (5, 1. 15) 
Ж F(a) 的 表示 式 (5. 1. Р о WH о Е, АЕ FCE,) 的 表示 式 如 下 
ыс Жы а 
F(E)=(9/lVIg)+ glV ———У|ф)+++ (5.1.16) 
AMi k = Иа 
也 可 将 上 式 写成 
FE) = «фу ЎР (5.1.17) 
НО g AEA ЕЙ 
Пн pw) 十 一 一 六 | py) 十 和 > 
"Eis+e " Be 
Уф) 
=l 1—19) (5.1.18) 
E — й, +ie 


至 此 我 们 把 散射 问题 从 求 Ampy.. 转 化 为 求 S 矩阵 ( 算 符 ) 再 到 求 算 符 ,进而 转化 
КЕСЕ) ,最 后 转化 为 求 散射 态 | 虹 》. 


5.1.3 1и 


首先 证 明 | 妈 ”> 满足 一 个 本 征 值 与 |w ?的 本 征 值 E, 相同 的 定 态 方程 . 已 知 
|mw ?满足 
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É |p) =E |p) (5.1.19) 
则 


(Ё, +7 Е) | wb) 一 «й, 0]! к |? Lg”) 


=0-7 | g”) +7 | g”) 一 0 (5. 1. 20) 
TI pi IA EE 已 ,当然 它 满足 的 定 态 方程 是 含 立 的 方程. 


为 了 讨论 得 更 加 具体 一 些 ,把 求解 散射 态 |#”) 的 问题 化 为 等 价 地 求 散射 态 
的 波 函数 问题 


Ф rl g 
= |р |на с?! АГ) 
Ф | rr Ei nr | 
= (r |g) + farr —1— 1 мое 
tjer E, — Ĥo +ie же 
(5.1.21) 
在 单 粒 子 的 势 散射 情形 下 
|р) 一 en” 
所 以 这 时 求 皮 ”(r) 的 问题 化 为 先 求 (5. 1. 21) 式 积分 中 的 积分 核 
0 1—1— 10 = Кет) 65.1.22) 
E, — Ĥo +ie 


因为 有 了 积分 核 Km r ) 后 就 可 以 去 解 (5. 1. 21) 式 的 积分 方程 了 . 积分 核 的 计 
算 如 下 
1 


E—H,+ie 


Poa Plr) 


K® rr)= <r | Ir) 
dptr | p) 
= 2—0 
Јевр ОЮЎ E-E +i 
m 


a гел 
Га," Efi (5. 1. 23) 


a 
ША P =E, 
以 及 记 
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先 把 (5. 1. 23) 式 中 的 角度 变量 积分 , 取 гг 的 方向 为 < 方向 , 则 


Ko rr) = | dpan ldo geme 2 


nnt + 
= aanl, арр = (5.1.24) 


上 式 第 一 项 可 改写 为 
= г" о FN EE Н a) 
Гота, PW генш ШТ; еч 
这 样 (5. 1. 24) 式 中 的 两 项 可 以 合成 一 项 而 积分 限 扩大 到 (一 cvcc) 


о (ру -一 2m 六 em 
Ке) сот o турб (加 上 大 半圆) 
=, С.Е КИЕ = і 
= оз TPT p FPP (点 p= р, + 
= 22те тә 
=R i Р TER” «5,1, 25) 
将 (5. 1. 25) 式 代 回 (5. 1. 21) 式 得 
Моо вте и аи тусед?) (5.1.26) 


虽然 已 可 由 (5. 1. 26) 式 去 解散 射 的 一 般 性 问题 ,不 过 从 实际 的 角度 看 人 们 感 兴趣 
的 是 这 样 的 情形 :由 于 实验 测量 仪器 与 微观 粒子 被 散射 区 域 之 间 的 距离 + 远大 于 
Vr) 显著 不 为 零 的 的 范围 ,实际 要 求 的 是 |r|->oo 情 形 时 的 (797 Сг) ,这 时 
R= МП ан М 2р rr арор (5.1.21) 
故 有 
ee (5, 1. 28) 
其 中 py 定义 为 
ру = рё (5. 1, 29) 
于 是 在 |r| 一 cc 的 情形 下 . (5. 1. 26) 式 近似 成 为 


е ert Ler (| er ew эй (т) 
(с 1V 1499) 
一 em Hews, Op) (5.1. 30) 


上 式 中 用 到 关系 e ”w… 一 (gr|r), 即 在 很 远 处 散 的 粒子 的 状态 19r》 又 是 自由 的 平 
面 波 状态 ,此 外 


9р =— (уу | LAE =- ЕЕ) (5.1.31) 
在 得 到 (5. 1. 30) 式 后 可 小 结 如 下 : 
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ба) 粒子 (1 二 一 oo) 以 一 个 动量 为 p; 的 平面 波 向 作用 势 的 有 效 区 域 人 射 . 
СЪ) 粒子 受 作用 势 的 影响 后 在 远离 势 的 有 效 区 域 处 (: 二 oo) 除 原 有 的 en … 平 
面 波 部 分 外 产生 了 另 一 部 分 的 散射 波 , 它 以 球面 波 十 <%" 的 形式 向 四 周 散射 
Сс) 散射 波 在 不 同 的 方向 (g,9) 的 几率 幅 是 
万 (8p) ~ FED (5.1. 32) 
由 上 式 可 以 看 出 ,一 开始 讨论 散射 问题 时 引入 的 关联 量 FCE,) 的 物理 含义 就 是 散 
射 波 在 各 个 方向 上 的 几率 幅 . 


5.2 散射 的 波 包 机 制 


5.2.1 问题 的 提出 


上 节 的 讨论 留 下 了 一 个 疑问 , 那 就 是 把 人 射 和 散射 的 粒子 状态 表示 为 动量 一 
定 的 平面 波 的 做 法 是 否 合理 . 如 果 严格 地 是 平面 波 , 则 任何 时 刻 它 都 会 弥漫 于 全 空 
间 . 不 会 像 前 面 讨论 那样 :二 一 oo 在 很 远 处 ,! 二 oo 时 离开 作用 区 再 散射 到 很 远 处 
去 . 事实 上 真实 的 实验 是 一 东 粒 子 流入 射 过 来 ,粒子 是 处 在 波 包 形式 的 状态 中 , 即 


它 的 几率 分 布 在 一 个 有 限 的 区 域 里 . :二 0 时 波 包 的 中 心 位 于 r=r 处 ,以 VY =% 
MERGEZ OLE 5. 1). 既然 是 一 个 波 包 , 它 就 应 当 是 以 K=K。 为 中 心 按 一 定 
动量 分 布 p(k) 的 各 种 平面 波 的 全 加 . 
фо = DOM 
T 
注意 : 波 包 是 在 以 ko HELAI ЯЕ ЙО ko — Akko + Ak 上 的 动量 分 布 , 这 样 的 


情形 从 微观 看 它 在 位 形 空间 可 看 做 是 一 个 宽 的 分 布 ,而 在 讨论 散射 时 与 (1->oo) 
广 ”co 相 比 之 下 波 包 仍 可 从 宏观 上 看 做 是 集中 于 中 心 的 一 点 . 


5.2.2 жее 
我 们 已 质疑 前 面 的 形式 上 用 平面 波 讨 论 散射 的 合理 性 ,现在 来 考虑 真实 的 波 
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包 散 射 . 波 包 如 上 所 述 是 对 应 各 种 上 的 平面 波 函 数 的 香 加 ,应 将 (5. 1. 30) 式 的 散射 
态 波 函数 的 方程 改写 为 波 包 形式 的 方程 . 


ео = [одев верер) 


zh А puole Hems, (0,9)] 6.2D 


其 中 及 一 入 .上 式 源 自 对 每 一 平面 波 都 有 上 节 导出 的 结果 ， 不 过 要 注意 的 是 在 对 
不 同 的 k реке» 更 (各 连同 相应 的 相 因子 一 起 考虑 . 
Са) (5. 2. 1) 式 中 的 第 一 项 对 应 于 原始 的 波 包 , 即 未 受 散 射 的 部 分 随 着 时 间 
的 演化 , 波 包 在 任 一 + 时 的 中 心 就 是 振幅 的 最 大 处 . 在 那里 不 同 的 大 一 定 是 相位 差 
别 最 小 ,更 确切 地 说 在 那里 相位 与 上 无关 使 得 相互 抵消 最 小 , 即 
k 


a 
nfk n-o- E]n- =o 


由 于 波 包 是 以 ko 为 中 心 ,以 2Ak ЭЛЕЕ ИЙ) P E. 所 以 可 近似 取 作 ке 
心 , 作 这 样 的 近似 后 ,根据 上 式 便 知 波 包 在 :时刻 的 中 心 m, 为 


nant (5.2. 2) 
m 
因此 得 出 结论 , 波 包 ( 中 心 ) 以 各 的 速度 行进 . 


(b) 未 散射 的 (5. д 一 部 分 为 
А Фени 


而 7 
一 ev 名 | 上 лоо, tanet ont) (5.2,3) 
在 上 面 的 近似 中 已 忽略 挤 (k HAK) = 十 2k。*Ak 十 (AR)? 中 的 二 阶 小 量 (Ak)?。 
这 样 (5. 2. 3) 式 中 的 第 二 部 分 就 是 原来 的 没有 变形 的 波 包 . 如 果 不 能 略 掉 ЛЕ? 
项 ,Ak* 项 就 会 使 波 包 扩散 . (5. 2. 3) 式 的 第 一 部 分 就 是 一 个 动量 为 的 平面 波 的 
相 因 子 . 
因此 在 散射 问题 中 波 包 可 看 做 宏观 小 时 , 即 可 看 做 是 一 点 时 , 则 未 散射 部 分 就 
可 看 做 始终 保持 平面 波 的 形式 . 


А Сс) 考察 (5. 2. 1) 式 的 第 二 项 散射 部 分 ,如 
27] р 
м 
6 ke r=—— krocosp 
=—&,(1+0 (80) +) 


(5. 2. 4a) 
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将 该 部 分 的 相 因子 


| WE Д pa р 
kr —k e ro у ~ kor— koro — Zt a(r To ()+ осм 
(5. 2, 4b) 


代入 (5. 2. 1) 式 ,得 散射 部 分 为 
walami opf БАК о, +моё“”(—*-®) (5.2.5) 
5. 2. 5) 式 的 第 二 部 分 是 波 包 部 分 ,宏观 上 可 看 做 一 点 时 就 回 到 (5. 2. 1) 式 的 散射 
波形 式 . 
前 面 已 讲 过 在 :一 0 时 波 包 中 心 在 ro Ж. 只 有 到 了 * 时 刻 波 包 才 到 达 作 用 的 
有 效 地 点 7.( 力 心 )。 


(5. 2, 6) 


因此 只 有 >t 以 后 散射 波 才 存在 . 

通过 这 一 节 的 讨论 知道 ,尽管 真实 的 散射 问题 是 波 包 在 力 心 上 的 散射 ,但 只 要 
波 包 中 的 动量 分 布 很 窗 , 其 波 包 就 可 看 做 宽度 是 微观 大 宏观 小 的 , 在 散射 实验 中 由 
于 考虑 的 ~ 很 大 ,这 种 波 包 在 宏观 上 的 确 可 看 做 为 一 点 ,因此 原来 以 平面 波 处 理 的 
办 法 仍然 有 效 . 


5.3 散射 截面 


在 上 一 节 中 已 讨论 过 ,尽管 真实 的 散射 是 波 包 的 散射 ,但 仍 可 用 平面 波 去 代替 
它 作 讨论 及 计算 ,因此 下 面 的 讨论 仍 沿用 平面 波 散 射 的 形式 . 为 了 以 后 的 讨论 需要 
引入 一 些 物理 量 . 

(a) 流 强 . 人 射 波 的 流 强 是 这 样 定义 的 :在 垂直 于 波 传播 方向 上 有 一 个 小 面积 
AA(AA 二 ArAy), 单 位 时 间 内 入射 波 传播 了 Ar 的 距离 ,在 单位 时 间 内 在 ДУ = 
Az * ДА= ДхДтду 内 的 几率 p= |%|*AzArAy 会 全 部 通过 右 方 截面 ( 见 图 5. 3), 
则 有 

= а =1 pla (5.3.1) 
换 句 话说 , 流 强 1, 就 是 单位 时 间 通过 单位 截面 的 几率 (或 粒子 数 ). 如 y 是 平面 波 
Ме", = Мда. 

Cb) 微分 散射 截面 . 人 射 波 入 射 到 力 心 后 ,散射 到 各 个 方向 ,如 图 5. 4 所 示 . 在 
单位 时 间 内 散射 到 以 (9,g) 方 向 为 轴 的 小 立体 角 元 do 内 的 几率 被 dn 除 得 到 的 值 
再 除 以 流 强 To ,就 叫做 散射 到 (0,p) 方 向 上 的 微分 散射 截面 do. 
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二 单位 时 间 内 散射 到 立体 角 元 do 的 几率 
d ag 7% (5,3,2) 


微分 散射 截面 do 可 以 形象 地 看 做 是 在 与 传播 方向 垂直 的 平面 上 单位 面积 内 有 多 
大 的 一 小 片面 积 的 几率 被 散射 到 (b,9) 方 向 的 单位 立体 角 内 . 微分 散射 截面 反映 探 
测 器 上 直接 接收 到 的 几率 (或 粒子 数 ). 

A 


至 一 


图 5.4 


(© 按照 (5.1. ЗОНЕ У Хен, (О.р) ,因此 在 单位 时 间 内 沿 (0,9) 
方向 的 球面 波 传播 了 Ar 的 距离 且 做 射 到 dn 内 的 几率 为 
I Ne p Ае зад 
= л | е” |де | fa Og) 1240 
= b | fa (0,9) 1:40 
故 
115,9, 1:d0 


ЕА =a лр l (5.3.3) 


这 样 一 来 (5. 3. DREICH ХОВО а Ж ЛЕ Ж Т. 


5.4 跃迁 几率 幅 的 微 扰 展开 


5.41 微 扰 展开 


对 于 实际 的 物理 系统 ,散射 问题 也 常常 只 能 作 近似 计算 ,因此 有 必要 再 回 到 微 
扰 展 开 的 讨论 . 从 一 开始 讨论 散射 问题 时 我 们 就 指出 ,散射 讨论 的 是 :> 一 oo 时 系 
统 处 于 状态 |i) 到 +->oo 时 系统 到 | /) 的 几率 幅 
JimAmpsilt,) = д, — rið (Er —E)F(E.) 


即 等 价 于 求 
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FE) =f ITD = Т = Ў РУ 

其 中 |y"m) 按 微 扰 展 开 后 可 写成 
Tn= ІУ 
=у!ў?ә+уу—1——Ф|ә 
E—H,+ie 
+10 —1—0 — 1+ (41 
Ей. +е Ей, +іе 

上 式 中 的 各 个 项 可 以 用 以 下 的 费 曼 图 来 描绘 . 


w 第 一 项 
flVID=V, 
其 费 曼 图 如 图 5. 5 所 示 . 
(b) 第 二 项 
иў—1—ә= у уў—1—|ю®|ў|ә 
E- Ê +i T E- Ê +i 


РЕ 1 
= Ул ETEF" 
其 费 晶 图 如 图 5. 6 所 示 . 


$ 
1 
[А 
r 
A S 
Р 1 
图 5.5 图 5.6 
(о 第 三 项 
SV li 
E-P +i Е, +ie 
= Dei b—— iba ý— ipat 
“ ,一 所 十 ,一 所 十 


1 1 
= БУл E EF" E E Fe" 
RRMA 5.7 所 示 . 
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图 5.7 图 5.8 


图 形 的 规则 是 : 初 态 用 -表示 ,未 态 用 \\ 表 示 , 势 项 角 Vr 用 ~ 一 一 表示 ,中 
1 
MRR ИНЕ) EEFE 
传播 子 分 母 上 的 ie 是 有 实质 作用 的 ,例如 : 
ўі fE) 
T E —E, +ie 
hg f(E) 
Бру 
р р (BE) _ (Е) 
= [f + Јев ®к fa, gE (5.4.2) 
0 时 ,上 式 的 前 两 个 积分 是 主 值 积分 
Га (gE) 6.4.3) 
对 于 第 三 项 的 下 半圆 上 的 积分 ,因为 在 下 半圆 上 E 可 表示 为 
Е,—Е, = qe” —> dE, 一 ieedg (5.4.4) 
代入 后 有 


тее 


=——ixf(E) = 一 = f} „AES (EDE Е) 


(5, 4. 5) 
因此 ,最 后 有 


-P/E) ET Уле +8, ED] 
(5.4.6) 


显然 由 于 分 母 中 的 存在 才 会 有 如 此 结果 . 
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5.42 光学 定理 


前 面 关 于 散射 的 讨论 也 许 会 留 下 这 样 一 个 疑问 ,本 来 入 射 时 只 有 平面 波 ,经 势 
作用 后 原来 的 平面 波 保持 不 变 的 同时 又 加 上 了 散射 波 部 分 ,这 样 总 几率 会 守 便 吗 ? 
答案 是 总 几率 是 守恒 的 ,这 是 因为 平面 波 和 散射 的 球面 波 实际 上 它们 之 间 是 有 干 
涉 的 . 人 射 的 平面 波 和 散射 的 球面 波 在 向 前 的 方向 上 会 有 所 抵消 ,从 而 保证 了 总 几 
率 守恒 , 为 看 清 这 种 散射 波 的 向 前 部 分 与 平面 波 间 干涉 的 存在 ,下 面 讨论 由 这 种 机 
制导 出 的 光学 定理 . 

首先 看 一 看 表征 散射 的 散射 算 符 S 应 当 具 有 什么 样 的 性 质 才能 保证 散射 前 
后 系统 的 总 几率 不 变 . 假定 系统 的 初始 状态 1a) 是 归 一 的 , 即 

‹а|а)=1 (5.4.7) 
散射 时 从 |a) 到 某 一 终 态 的 几率 幅 是 


Ampu = lim(b | 00,0 | a) = 15 | a) 


如 果 艇 射 时 几率 保持 不 变 , 则 把 所 有 可 能 的 终 态 的 几率 加 起 来 一 定 还 是 归 一 
的 , 即 


1= lim У) | 100,0 la) |? = У) | lS |a) l? 
> п 


= У) 4151001514) 
T 


= (a |S S|a) (5. 4. 8) 
由 于 |a) 是 任意 的 态 ,上 式 要 满足 必然 有 
5°5=1 5, 4. 9) 
类 似 于 上 面 的 考虑 , 反 过 来 把 散射 到 某 一 确定 的 、 归 一 的 终 态 上 的 所 有 初 态 |a? 对 
应 的 几率 加 起 来 ,如 几率 保持 不 变 , 则 其 和 也 应 是 1. 
因此 应 有 
У) 141514) |#= E| S | aa | 5*| b) 


= (‹(Ь|55*15) =1 《5.4. 10) 
得 
SS+ 一 1 (5.4.11) 
综合 以 上 的 讨论 可 得 出 这 样 的 重要 结论 :几率 守 便 要 求 S 算 符 是 么 正 算 符 , 或 S 
和 矩阵 是 么 正 矩阵 . 
下 面 我 们 利用 5 矩阵 的 么 正 性 来 推导 光学 定理 . 利用 S S 一 1 可 以 导出 下 面 
的 等 式 . 记 |p) 为 动量 一 定 的 态 矢 
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(2x) (p. — р.) = (р. | р.) = (р. | SHS | р.) 
= бр, 151 рос 151) (6.412 
回顾 一 下 在 开始 讨论 散射 时 的 几 个 基本 物理 量 之 间 的 关系 
(f1S1D= 4f | i) —2r8(E,—E)fITIi 
= (f | i) — 2rið(E; — ЕУ ЕСЕ) 


= (f | i) — 2xið (E; — EO; [MA Ф) (5. 4. 13) 
现在 把 上 述 等 式 中 的 | 站, |) 取 作 动 量 态 
ps | S | р.) = (рь | р.) —2rid(E, — En) <p | Ў | > 
= (2л)20% (рь — р.) —2nid(E, –Е,)(р, | Ù | °) 
(Pe LSH рь) = рь | S| ро)" 
= (2) (р, — рь) + 2548СЕ, — E) рь | Ù | 49)" 
(5.4.10) 


把 (5. 4. 14) 式 代 人 (5. 4. 12) 式 得 
C28 (р, — р.) 


= Гак, — һә +290 Ер | V1 ym)"] 
e [C2 (р; — р.) — rid E — E.) Cp Ӯ | 901 
= др ро + | BATON (р, 一 JE — Ep | V1 yD) 


(2л) (р. — PAE 一 已 )P У | 99) 
+Í SA В элдсЕ, — Е,?лдЕ, — Ep | V 1489) р LÙ I 
(5.4.15) 
MARERE H AT AN АА — ЕРО 3(E. 一 E,)8(E, 一 E.) 改 写 
成 8(E. 一 E,)8(E, 一 E.), 第 二 项 的 站 (p. 一 ps)6(E, 一 E.) 改 写成 六 (p, 一 ps)6(E. 
ZE) ,然后 把 右 方 剩 下 三 项 中 的 共同 因子 2x3(E, 一 E.) 提 出 并 消去 ,第 二 项 及 第 
三 项 对 ps 的 积分 利用 引 Cp, 一 p.) 及 站 Cp, 一 ps) 积 出 ,最 后 得 到 


kd Аа ВАС! 


тугу Је Аа, Ep 19 19) Gps LÝ 199 


= ирин SAAD 
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dps үө ү 
= шу] ЧЕ,дП,р18СЕ, — ED <p |Ù | у?) ps 19 l g 


= тын! de A A И?» „ 5.4.16) 
最 后 一 个 等 式 中 积分 后 的 рь = р. 记号 表示 对 ps 的 积分 只 对 角度 积分 ,ps 的 大 小 
保持 等 于 pe 
现在 考虑 向 前 散射 , 即 р. = р, 的 特殊 情形 . 考虑 到 
至 = 2 (5.4.17) 
p т 
о». IV 997 р, Ӯ 1 a 
=—2Im(p. | Ý | g”) (5.4.18) 
以 及 
У, Фр == 0р, | АЕ (5, 4.19) 
把 这 些 关系 式 代入 (5. 4. 16) ,同时 考虑 到 
р, l=|p.1=|pl=p (5.4.20) 
以 及 pe 是 向 前 散射 的 特殊 情形 ,结合 (5. 4. 18) 和 (5. 4. 19) 式 ,得 
谍 (P Ў I gt) ре Ӯ 1 9 1, 
= Imf(0,0) Sanm 
(5, 4. 16) 式 可 化 成 
tmf, (0,0) = 2 [ай | уб, = 2 
即 


/,0,0) = Ро (5, 4. 22) 


其 中 是 散射 的 总 截面 . (5. 4. 2D RA h TERTA Aa 虚 部 之 间 
的 关系 ,这 就 是 光学 定理 . 

对 此 讨论 如 下 : 

(a) 光学 定理 是 S 算 符 么 正 性 的 结果 ,是 势 散射 的 一 个 与 具体 情况 无 关 的 普 
ж. 

(b) 既然 5 算 符 的 么 正 性 来 自 几率 守恒 ,其 与 系统 及 势 作用 的 细节 没有 关系 . 
所 以 光学 定理 对 任何 一 个 散射 过 程 都 适用 ,是 一 个 普遍 的 结果 . 

Со 从 实验 上 可 以 去 检验 光学 原理 是 否 成 立 ,也 就 是 检验 在 散射 过 程 中 几率 
是 否 守恒 , 详细 地 说 ,就 是 检验 向 前 散射 与 人 射 平 面 波 是 否 有 干涉 的 效应 . 如 果实 
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验 验证 的 结果 是 肯定 的 ,这 就 回答 了 本 节 一 开始 提出 的 问题 . 

(d) 粒子 物理 在 二 十 世纪 六 七 十 年 代 里 根据 相互 作用 过 程 中 的 么 正 性 导出 类 
似 于 光学 定理 的 色散 关系 ,从 而 可 以 不 必 知 道 动力 学 的 细节 就 可 由 这 些 关系 得 出 
若干 有 价值 的 结论 . 


5.5 散射 的 传播 子 近似 

现在 再 用 传播 子 的 方法 来 讨论 散射 问题 ,其 目的 是 想 说 明 量子 理论 的 问题 都 
可 用 传播 子 的 系统 方法 处 理 . 
5.5.1 有 势 作用 的 传播 子 

传播 子 的 一 级 近似 可 表示 为 

ков, ав +0) =—i de Гане ызгы VKO Cr R10) 
这 里 将 (Ri,0) 简 记 为 1, (R;,t) 简 记 为 2, 而 自由 粒子 的 传播 子 为 
кэе, 0) = (ә) exp ER 


іт (В, — г)? 


0 Py aa m ү 
kO Rouri (ру) exp 75 


因此 有 
i о 
ИРЕТ 
а Је (ает) (ш) 
. КЕ; т. + Е Ва] 05.5.1) 
利用 如 下 的 积分 公式 


ы са] 


fælt me 
可 将 (5. 5. 1) 式 的 时 间 积分 积 出 


1 
п] 
“exp HUR — ғ 11е |F (5.5. 2) 
БЕ ИК сс кы 
以 上 是 对 一 般 情况 而 言 的 . 现在 结合 散射 的 具体 物理 情况 来 讨论 , 即 初 末 态 的 


第 5 章 散射 理论 +15. 


粒子 的 位 置 远离 势 的 有 效 区 域 ,也 即 与 V(r) 不 为 零 对 应 的 有 效 积分 变量 СК, 
及 .于 是 ,可 采取 近似 
|R: —r |= (8—28, .rtrd oR фу, г 
Ir—R|= (81 — 28, r+? aR + er 
ВЕЖ. р, р В 是 初 ,未 动量 方向 的 单位 矢量 ,而 原点 取 在 作用 势 范围 中 
( 见 图 5. 9) ,利用 (5. 5. 3a) 的 近似 式 可 将 (5. 5. 2) 式 的 被 积 函数 的 相应 部 分 分 别 近 
似 取 作 
1 


1 1 1 
Па 1 ТРЕТ А 


(5. 5. За) 


[| R: 一 ”| 十 | е А |S [R +R: + О Бу) + r] 


= 2 Ф.Б) г 

= +в [1+ ЕРЕ. ] 

= (В, +) +208, Б) фф) + ғ 
(5. 5. 3b) 


图 5.9 


此 外 ,在 整个 的 散射 过 程 中 ,由 于 作用 势 的 有 效 范围 比 Ri Ra 小 很 多 ,所 以 
HE t=O 的 时 间 间 隔 里 粒子 在 大 部 分 时 间 里 几乎 都 是 处 于 自由 粒子 的 状态 ,所 
以 有 
и RER (5.5.0) 
利用 这 些 近 似 表示 ,可 将 (5. 5. 2) 式 重新 表示 为 


ва,0=- 10 ) (起 +) ор + 


zit 
[EV exp ER КОР е Ф, Р 
“үө Я А 
(а) (т) (бы e RERA): 
Генс ехрт + Сф, 607 
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ED (т) (ее) оо (е) 


[етет 


=) СЕ) но 


эл 


ы _ 
=—i (фы) mR УФ (5.5, 5) 
等 式 中 用 了 以 下 的 关系 
E= ути 65.5.6) 
ўс = [ervoer (5.5.7) 
以 及 


TR HRor + (i фу) = mur * Ci фур) = r + Сри — ру) (5.5.8) 


根据 传播 子 的 意义 ,散射 到 点 2 邻 域 的 ЛА 小 体积 中 的 几率 为 
Р(2) = | k” (2,1) |2ДА 


= (E) mg VO "дА 6.5.9 
另 一 方面 ,如 没有 散射 ,粒子 自由 地 从 1 传播 至 3 


ko (3,1) = EA exp t R ERD] (5. 5. 10) 
得 
663) Lk” 3,1) 12А _ (т) 
AA AA 2л 
_(т\' 1 1 
(Ыт 
3 
- (2) дж» 《5.5.11) 
由 (5. 5. 9) 及 (5. 5. 11) 式 得 
' 
52 =\йўр ал (5.5.12) 
2 现在 也 可 按照 图 5.10 所 示 形 象 地 分 
2 析 , 得 出 微分 散射 截面 的 表示 . 从 1 处 出 发 
з 经 过 散射 中 心 后 只 有 很 小 的 几率 被 散射. 忽 
Ыы s 赂 掉 这 一 小 部 分 ,可 近似 设 为 从 1 到 3 的 过 


图 5.10 程 中 单位 面积 上 粒子 流 仍 保持 不 变 . 
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从 1 处 过 来 的 粒子 流 按 微 分 截面 的 定义 它 在 力 心 处 截面 的 单位 面积 上 有 有 一 
个 du 的 流散 射 到 2 处 的 dl 立体 角 元 内 . 但 这 一 小 面积 从 3 点 处 看 已 放大 成 
RERO do, 由 于 这 是 散射 到 2 点 处 的 小 面积 R: AO 上 的 ,于 是 从 3 点 处 来 看 ， 
散射 到 2 点 方向 的 da 内 的 几 束 来 自 小 面积 
Ч авад 

хин] 2 点 的 几率 和 直接 传播 到 3 AENIL Ноа лоч АН 
积 之 比 , 即 

0) _ do (Ri + Rs) /Ri: 

ГЕЛ к4п 
再 与 (5.5.12) 式 相 比较 ,可 得 


(5. 5. 13) 


Ф | тусау |? 5 
а= УФ І (5.5.14) 


5.5.3 ”两 种 散射 处 理 方式 的 比较 


至 此 可 以 对 前 面 用 波 函数 的 方法 与 用 传播 子 方法 讨论 做 身 作 一 比较 . 

Са) 波 圾 数 方法 讨论 散射 时 侧重 于 波动 性 质 的 讨论 ,传播 子 方法 则 侧重 于 用 
粒子 的 图 像 ,恰恰 反映 了 量子 理论 下 的 波 粒 二 象 性 . 

CO) 两 个 方法 者 具有 近似 的 微 拓展 开 . 

CO 传播 子 方法 还 得 到 了 微分 散射 截面 与 势 的 关系 . 

СА 传播 子 方法 中 自然 不 存在 波 函 数 方法 中 的 波 包 散射 用 平面 波 近似 处 理 的 
问题 

如 果 不 满 足 于 一 级 近似 的 精度 ,可 以 计算 到 高 阶 的 近似 . 这 里 以 二 阶 近似 为 
例 ,更 高 阶 的 近似 可 以 循 此 作 下 去 . 写 出 二 阶 近似 的 传播 子 

вер ср" f' drs [аһ [rs Јанев зт ЭУ (та 


+ KO Cra газ ЭУ (г, )Ё Cri sti Ri ,0) 
==" [дв fan [ёт Jen (ва =) 
% = + 3 Epy 
on Vo (жш =з) оаа] 


[> (т —В,| 2] 


21 


+ 
т 
Уо (ziin) е (5. 5.15) 


如 前 ， алуы {ач 


四 = (р . (а-а Н п=п 141 л 8, | 
жау ё [ën [ет ГАНГ =Ё‹ | 
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УУ в т т п IH rR D] 


(5. 5. 16) 
和 前 面 一 样 的 考虑 ,由 于 有 效力 程 有 限 , 有 
Ri,R: Ът,т 
利用 它 ,仿照 前 面 (5. 5. За) ,(5. 5. ЗЬ), ,(5. 5. 4) 式 取 近 似 导 出 (5. 5. 5) 式 的 过 程 ,将 
(5. 5. 16) 式 化 为 


n А 
мо =(уч) Erys 55) exp) 
А enenvm )VCrs)exp[ip mn 一 ip + т) 
. =ч» ае (5.5.17) 
т | 
把 传播 子 的 一 级 近似 和 二 级 近似 加 起 来 ,其 模 的 平方 是 P(2). 重复 前 面 在 一 
级 近似 下 的 全 号 的 计算 , 便 得 到 
$ = ЕЕ) 1 (5.5. 18) 


其 中 
FE) == [ërem 


my fe opr ехрїр, | r — re yn 
+B) [andnewevny 和 


(5.5. 19) 
ERMAK k” 2, DAAR ЗЬ #® (2,1) 的 贡献 . 如 略 去 后 者 , 便 
回 到 (5. 5. 14) 式 的 结果 . 


5.6 两 体 的 散射 


前 面 讨论 了 单个 粒子 在 势 作用 下 的 问题 ,现在 讨论 两 粒子 的 散射 或 相互 作用 ， 
有 很 多 地 方 可 以 仿照 此 前 的 讨论 . 此 外 ,下 面 要 考虑 的 两 粒子 间 的 相互 作用 是 借助 
于 一 种 中 介 粒 子 在 两 粒子 间 转 移 能 量 与 动量 , 换 句 话说 ,两 粒子 间 相互 作用 实质 是 
中 介 粒 子 与 两 粒子 相互 作用 的 结果 . 不 过 ,认真 讨论 这 种 具有 中 介 粒 子 的 粒子 间 相 
互 作用 问题 只 能 在 量子 场 论 的 理论 框架 下 才能 进行 . 这 里 我 们 只 讨论 用 两 粒子 间 
作用 势 去 代替 中 介 粒 子 作用 等 效 势 的 情况 . 
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561 两 体 势 散射 


两 粒子 质量 分 别 为 m ,mz ,分 别 位 于 r ore 假定 它们 间 存 在 一 个 与 ,一 r: 有 


关 的 相互 作用 势 , 因 此 势 算 符 在 动量 空间 中 的 答 阵 元 (pf р/ 1V|pip;) 只 有 在 初 末 
态 的 总 动量 相等 时 才 不 为 零 ,否则 为 零 . 关于 这 一 点 的 证 明 如 下 : 
先 看 势 算 符 在 位 形 空间 中 的 矩阵 元 
1 пт Cir) Von т) | тл) 
= М —r:) rire] пт) 
Г) (5, 6.1) 
利用 上 式 有 


«рУ рро 
СА | nr nr |Ù | rr rl рр), 
= Гепапанен pp | тё! (л, — т) 

Ф (п — ЮУ т ri) тл| рі рі) 


= Гепа пту пт р 


Е Јел пена V(r, — г) (5, 6. 2) 
作 代 换 
ЕТИ тт + mare 
r=n—rn, R = 《5. 6. 3) 


使 之 变换 到 用 质心 坐标 和 相对 坐标 来 表示 ,这 个 变换 的 Jacobian X 1. (5. 6. 2) 式 
中 的 指数 上 的 因子 ,可 改写 为 


ір en = ipl + R= ir RE 
HRED ipi ењ, ірі ет 1р: * re 有 类 似 的 关系 . 
于 是 可 将 (5. 6. 2) 式 改写 成 


(plp: |Ý | pipt) 
= [FRexpLiR (pi р — pi рО] 
[Фу ‹Өехь[+ ("ві трі =н) 


т +m m +m 


= (20° Cpi + pi — р{ — PD) ето 
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exp[ir = ("ЭИ ime —чн{)] (5.6.4) 
再 引入 质心 系 的 总 动量 
P=p +p: 
及 相对 动量 
= 
P= mFm 


这 样 (5. 6. 4) 式 最 终 写成 


Cp{p! \Ў | pipi) = (228 CP, РОУ, (5.6.5) 
其 中 


У„„=|Фгеє "Усен" 
= [еки |У | ру 


= (ру Ўр) (5.6.6) 
是 势能 的 傅 里 叶 变换 . 最 后 得 到 的 (5. 6. 5) 式 中 右 方 的 六 (P, 一 Py) 保 证 了 总 动量 在 
两 体 相互 作用 时 守恒 ,这 就 证 明了 两 粒子 相互 作用 时 初 末 态 的 总 动量 相等 . 


5.6.2 两 体 散 射 几率 幅 
仍 从 普遍 的 公式 出 发 ,系统 从 初 态 | 六 经 散射 到 | 7 的 散射 几率 幅 为 


Атр, 18144 
5 = 1—2хяд(Е,—Е)Т (5, 6. 7) 
(IT| Ò = FE) 
F(CE,) 的 微 扰 展开 式 为 
FE) = у\Ў1ю+уў—А1——Ў|о+— (68 
E- Ê Fie 


现在 考虑 的 是 两 体 散射 ,因此 其 初 末 态 可 表示 为 
mE 1) 一 | рр) E = P 4 


2m: 
ж& 190 =1Pfpg) pog > 
代入 (5. 6.7) 及 (5. 6. 8) 式 ,分 别 计算 Amp 的 一 级 近似 和 二 级 近似 . 注意 ,为 了 书 
写 简便 ,以 下 将 Amp Фад, = ЛОМУ. 
(а) Amp” =—2niB(E/—E)F™ (E; )=—2rið(E;—E,) (pf pi lV | pi р) 


=—2rið(E;—E;) (22) (P;—P.) tp lV | p) (5. 6. 9) 
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最 后 一 个 等 式 用 到 了 (5. 6. DR. 人 5.11 来 表示 . 
(b) Атр =—2xid(E/— ЕФІРІ? ———#1рір) 
=й 十 


ФК, dK: (pipt VIKK:) (KK: |Ý | pi pt) 
Ок) О)" EE Ps E 
Et "ыды 


=—2riðE;—E) | 


(5, 6. 10) 
上 式 可 用 图 5. 12 KRR. 


х 


图 5.11 图 5. 12 


利用 (5. 6. DAHP pi lÝ LKK) HICK: K: 1V|plpi) 用 质心 系 的 总 动量 K 和 相 
对 动量 k 来 表示 
(р{р{ |Ý | К.К) = (2n)°(K— РУ, 


«КК. | Ù | рр) = С) (K — РУ 


Ee gm + + 2p 
кк кур 
Îmi + 2m, ` Zrm Fm) + Zp 
P, [Л 
= рй 
Es = пъ +m) 2а 
тт 
Jeh um 2 -为 两 粒子 的 约 化 质量 - 
于 是 可 将 (5. 6. 10) 式 改写 为 
Атр =—2nid(E/ — 
PREK OP (Р, — КУУ, (20K — РОУ, 
O P? K 


20т +m) Ti 20т +m) 


+122. 高 等 量子 力学 


р, VpaVs 
=—2щё(Е,— E;) (2)°0°0Р, — P; Гь зага 
р-а 


(5. 6. 11) 
АЕ АРДИНО ЯГ г КРО АНН 79 


Келшы та 
(с) 类 似 地 ,可 写 出 Amp™ 及 相应 的 图 5. 13. 

Amp” 一 一 2xi8(E/ — Е) 2x 8 (P; — Р) 
Га 5 ые иле 
©)? (2л) (Ё-Е+ь)(Ё-Е+ы) 

其 他 的 高 阶 项 可 类 似 写 出 . 总 的 散射 几率 幅 因 此 可 以 写成 (现在 加 上 了 零 级 项 ) 

Ampra= (pipi | рі рь) —2xid(E/—E) (2х)%д°СР, — РУТ, 
= (2) (р; — pF (рі — рі) —i (2х)*д*(Р,— РӘТ 

(5. 6. 13) 


(5, 6. 12) 


5.13 


对 上 面 的 内 容 作 几 点 讨论 : 

(a) (5. 6. 13) 式 中 的 第 一 项 是 向 前 散射 ,对 于 要 改变 方向 的 散射 没有 贡献. 

(b) 6.6. 13) 式 中 的 Tr 与 原来 定义 的 Tr 略 有 不 同 . 这 里 已 把 (py 一 pi) 明 
显 提出 . 

Th = Vpn + d E + (5.6.14) 
ШРЫ 

(c) 这 里 的 势 散射 的 费 曼 图 和 量子 场 论 中 的 两 体 相 互 作 用 的 费 曼 图 有 所 不 

同 . 这 里 只 有 梯形 图 而 无 《这 样 的 顶 角 图 ,因为 在 这 里 没有 明显 地 将 中 介 粒 子 的 作 
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用 表示 出 来 . 
(d) 总 的 来 说 ,如 同 经 典 力学 中 一 样 ,已 把 两 体 的 散射 问题 化 为 一 个 有 效 的 一 
体 问题. 


5.63 两 体 散射 截面 


不 讨论 向 前 的 方向 而 只 注意 改变 方向 的 散射 , 则 跃迁 的 几率 按 (5. 6. 13) 式 的 
第 二 项 来 计算 
PLD =| Р) = [2ю'д'(Р,— PYF | Т, |? 
利用 
@2лд'д*'(Р,— Р) = [4техр[ИР,— Рә 2) (5, 6.15) 
注意 上 式 中 (Pr 一 Pi)，z 是 四 维 时 空 的 点 积 , 即 
(Р, Р) + z = (Еу — Et + (P; Р) +r 
则 有 
Ф| 1 P= Онча“, —PD ехо Р, = Р) + 2] +| Tp |? 


= кучар, — P.) | Tn [az 
= (20048 (P; — РО | Ту (СУТ) (5. 6. 16) 
其 中 V ЖАПЕ ЖЕКЕН, Т EER. 


现在 考虑 在 单位 体积 内 单位 时 间 里 跃迁 到 所 有 的 可 能 终 态 的 几率 ,这 时 可 将 
VT 除 掉 并 对 所 有 终 态 求 和 (对 各 种 可 能 的 终 态 动量 求 和 ). 


于 是 散射 截面 可 以 计算 如 下 
单位 时 间 单 位 体积 中 的 跃迁 几率 
-|55 ы (2x8 (P; — Ру) | Т, |? (5.6.17) 
再 除 以 人 射流 
人 射流 = mm | vi — vi | (5. 6. 18) 


HEP m ,ns 为 两 人 射 粒子 的 数 密度 ,|vi 一 总 | 是 两 粒子 人 射 时 的 相对 速度 . 取 波 函 
数 归 一 为 单位 体积 含 一 个 粒子 , 即 п, =, 二 1, 于 是 在 单位 时 间 及 单位 体积 里 散射 
到 所 有 终 态 的 散射 截面 为 

РЕ тя ФИ ФВ (зк, — ED? P, — pl рр | Тл |? 


vild (2л)? (2л)? 


一 一 Фо? Р, — р)? 
а мята араа, (к -A — 8.) Ta l 


1 1 1 pO _ Bp 
| 让) 


I 
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ee 
"т=п | бшу ЧЇ”, PES н) тир 


1 1 1 
-nla «уо, paal Tel 65.6.19 
g +i 
在 上 面 的 推导 中 ,第 三 等 式 后 已 将 对 ар 的 积分 换 为 对 dE, 的 积分 . 由 于 积分 
号 下 的 有 函数 对 E, 的 积分 可 积 出 ,再 作 分 母 下 的 微 商 即 得 第 四 等 式 . 上 式 中 的 0 
ЖР, 与 pf 之 间 的 夹 角 . 上 式 两 端 对 dQ 微分 得 


d _ 1 Qp? Т, l? 
ай, С Tivi] 207 pf р[—Риюзй (5.6. 20) 
m ms 
选择 质心 系 ,会 使 上 述 公式 更 为 简便 . 如 图 5. 14 所 示 , 在 质心 系 中 有 
P=P,=0 
m=—p, =p 1 一 1 下 | (5.6.21) 
РА 
nH —— 
кы 
图 5.14 
因此 
19-91-12 - = RiR =Й (5.6.22) 
тт тт д 
于 是 (5. 6. 20) 式 成 为 
d _ и (і)? _| Ty |? 
айй pi Ок Pl М—0 
т m 
nT e 
к | Ta l (5.6.23) 
或 
f= aTr (5.6.24) 


不 过 ,以 上 的 讨论 只 是 为 了 计算 方便 才 在 质心 系 中 进行 ,要 与 实验 对 照 仍 需 回 到 实 
验 坐标 系 . 这 时 有 
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d de ФИ 
ай; С атн чо; (5, 6. 25) 
为 此 只 需 将 (5. 6. 23) 式 的 结果 乘 上 两 坐标 系 间 的 立体 角 元 的 关系 即 可 . 注意 ,在 上 
式 中 为 了 清楚 标明 是 在 什么 样 的 坐标 系 中 得 到 的 微分 散射 截面 ,将 (5. 6. 23) 式 


d 了 -由 к 示 成 -也 
amv 改写 成 了 ap 多 ' 面 左 方 的 实验 坐标 系 的 微分 散射 截面 表示 成 apF7 


5.6.4 全 同 粒 子 的 散射 


Са) 前 面 的 两 粒子 散射 都 是 指 的 两 种 不 同 的 粒子 . 如 果 是 两 个 全 同 的 粒子 散 
射 ,那么 由 于 有 全 同性 原理 会 带 来 什么 样 的 新 规律 呢 ? 可 从 图 5. 15 来 看 非 全 同 粒 
子 与 全 同 粒子 散射 之 间 的 差别 何在 :(i) 如 两 粒子 不 是 全 同 粒子 , 则 散射 时 如 图 所 
示 , 帮 (9) 与 f(x 一 人 ) 是 不 同 的 散射 结果 ,因为 两 者 对 应 于 接收 到 的 粒子 是 不 同 的 
粒子 . (iD 如 是 全 同 粒子 , 则 应 把 /, (9) 与 f(x 一 0) 合 起 来 作为 统一 的 散射 几率 
幅 , 因 为 这 时 两 种 结果 看 到 的 是 不 可 区 分 的 同一 种 粒子 . 所 以 ,在 不 同 粒子 散射 
时 有 

= | f0 |? 
К (5. 6. 26) 
„2136-0 
而 在 全 同 粒子 的 情形 下 
л +01" (5.6.27) 


下 面 分 别 对 两 种 全 同 粒 子 一 一 玻 色 子 和 费 米 子 加 以 讨论 . 


в 四 
图 5.15 


(b) 全 同 玻 色 子 的 散射 . 
对 应 于 大 (9) 的 直接 散射 的 费 曼 图 如 下 ( 见 图 5. 16) : 


+ 126 • 高 等 量子 力学 


r; ГА i x к А 
в P, ” P P, h 
图 5.16 
对 应 于 f(x 一 0) 的 交换 散射 的 费 曼 图 如 下 ( 见 图 5. 17): 
м Р „ л А ГА 


Pi P, P, P, 
图 5.17 


上 述 的 全 同 玻 色 粒 子 散射 的 理论 分 析 结果 可 以 用 低能 a 粒子 的 散射 实验 来 验 
证 . 因为 低能 a 粒子 的 能 量 低 ,它们 在 散射 中 由 于 库仑 排斥 作用 的 存在 使 得 散射 时 
距离 无 法 很 接近 ,因此 存在 于 它们 之 间 的 短程 核 力 不 起 作用 . 换 句 话说 ,不 需要 考 
处 传递 核 力 的 中 介 粒 子 . 这 时 a 粒子 间 只 有 库仑 相互 作用 的 势 散 射 ,因此 目前 的 理 
论 是 适用 的 , 故 有 


ЛФЛ |? 


=| fa) 下 十 | 00 |° +2Re fi (Ofilr—0) (5. 6. 28) 
这 样 的 结果 和 直接 将 |f,(0) 1° 和 | /, Сс 0) 1° 加 起 来 多 了 后 面 的 干涉 项 ,特别 是 


9 一 至 时 的 散射 尤为 突出 . 如 不 考虑 无 干涉 项 ,这 时 
A A A (5.6. 29) 
考虑 了 干涉 项 时 ,有 
л (4) H л) л (в) 
=41л(2) 65.6. 30) 


比较 (5. 6. 29) 和 (5. 6. 30) 式 的 结果 可 知 ,正确 考虑 了 全 同性 原理 得 到 的 微分 散射 
截面 比 不 考虑 时 得 到 的 微分 散射 截面 大 一 倍 ,实验 肯定 了 (5. 6. 30) 式 的 结论 . 
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下 面 为 了 分 清 全 同 玻 色 子 和 全 同 费 米子 在 散射 时 的 不 同 之 处 ,准备 从 波 函数 

的 角度 来 讨论 ,因为 从 波 函 数 来 看 两 者 的 差异 表现 得 最 清楚 . 
O 首先 回忆 一 下 两 种 不 同 的 粒子 的 散射 ,如 P, 
图 5. 18 所 示 , 采 取 在 质心 系 中 讨论 . 
PCr srz) Vr:R) 


其 中 
R= tm (5.6.3D ^ 
r=n—n 
在 质心 系 中 两 粒子 系统 的 运动 ,如 前 所 述 ,分 成 质 
心 运动 与 相对 运动 两 部 分 . 质心 运动 不 受 散 射 的 影 图 5.18 
响 ,这 部 分 取 平面 波 的 形式 ;相对 运动 是 散射 问题 ， 
故 总 的 波 函数 由 如 下 的 两 部 分 组 成 
YR) = ехр[їР+ К]. W (r) (5.6.32) 
其 中 W’ (r) 又 可 分 为 向 前 的 平面 波及 散射 波 两 部 分 . 


т о) ~ + lier) (5. 6. 33) 


将 人 射 方向 取 作 = 方向 ,因此 有 е“ y 
以 及 Pi 沿 = 方 向 ， р: 沿 一 = 方向 . 
р 方向 ， РІЙ х0 371. 
GD 考虑 全 同 玻 色 子 散 射 波 函数 应 对 称 化 
P~ rm) Стат) 
~ WR) +В, — r) 
= е") + (—г)] 


HF Ст: 
== а-а 
рі 沿 一 = 方向 ,Ps 沿 = 方向 . 
Pi 沿 x 一 9 方向 ,ps 沿 0 方 向 
因此 


“сю = Hefa (5. 6. 34) 
вр 
POER 一 HH OHA] (5.6.35) 


得 到 和 前 面 一 样 的 结论 . 
(с) 全 同 费 米子 散射 . 和 玻 色 子 的 不 同 之 处 来 自 两 个 因素 :一 是 波 函 数 是 反对 
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称 的 ,二 是 有 半 整 数 自 旋 , 一 般 常见 的 是 自 旋 寺 的 粒子 . 假定 粒子 之 间 的 相互 作用 
与 自 旋 无 关 ,因此 波 函数 可 因 式 化 , 即 这 时 波 函 数 含 的 两 部 分 ,空间 波 函数 和 自 旋 
波 函 数 可 以 分 离 

Ф‹а,2) = фп от) |X) |X тат) 1X4) 1X) (5.6.36) 
由 于 波 函 数 中 含有 自 旋 的 部 分 ,虽然 假定 它 与 作用 无 关 ,但 由 于 有 全 同性 原理 , 自 
旋 态 状况 不 同时 仍 会 产生 不 同 的 影响 . 

GD 如 |X) 与 1x) 是 相同 的 自 旋 态 ,例如 都 是 | + ), 则 有 
Фа,2) = пот) ото фа) | ya) (5.6. 37) 

和 全 同 的 玻 色 子 散射 波 函 数 比较 , 除 多 了 附加 的 自 旋 态 | + ,| 49) 以 外 ,空间 波 函 
数 部 分 是 反对 称 的 , 故 可 立即 写 出 

B12) ~ expliP + R] | 4) | Ya) 


Сее Тел Л) (5.6.38) 
得 出 
Ф а 


一 | f(D |? + 00) | – 26е fi (0) Ск 0) (5. 6. 39) 
和 全 同 玻 色 子 散 射 不 同 之 处 在 于 


0= 518 gmo 


这 就 是 说 当 全 同 的 两 费 米子 散射 时 ,如 它们 的 自 旋 态 相同 ,它们 在 0 一 号 方向 上 完 


全 没有 散射 . 
GD 如 两 粒子 的 自 旋 态 是 相互 正 交 的 ,例如 一 个 向 上 、 一 个 向 下 ,这 时 
Ф(1,2) = фт т) | $a) | 9) фт) | Hi) | $2) (5.6.40) 
进一步 地 
Фа,2) emt[e + AO] а)! Ys) 


гек +01 ФТ) (5.6.41) 


Ф» 

А) |С ра АО 1 ЛС |°‹$,16‹%14%›14% 
— 26е fi (0) Јак СА lha ПОТА) 

=| fi(0 |? + fano) l? (5. 6. 42) 


Sle 
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得 到 的 结果 和 没有 干涉 项 的 全 同 玻 色 子 散 射 相同 . 可 以 看 出 ,在 费 米 子 的 情况 下 ， 
尽管 相互 作用 势 和 自 旋 无 关 ,但 散射 的 结果 仍 和 自 旋 状态 有 密切 的 关系 . 如 果 两 粒 
子 的 自 旋 状 态 既 不 完全 相同 又 不 完全 正 交 , 则 这 时 要 将 它们 都 展开 成 向 上 和 向 下 
的 两 部 分 ,再 依 自 旋 相同 和 相互 正 交 的 情形 去 分 别 计算 后 再 合成 . 


第 6 章 粒子 的 电磁 作用 


前 面 讨论 粒子 受 外 势 作用 和 粒子 间 相互 作用 时 都 是 只 作 了 原理 性 的 阐述 ,并 
未 与 粒子 间 的 具体 相互 作用 联系 起 来 . 自然 界 中 已 知 的 基本 相互 作用 虽然 有 若干 
种 ,但 在 原子 分 子 范围 内 主要 的 是 电磁 相互 作用 ,所 以 在 这 一 章 里 将 着 重 讨论 粒子 
间 的 电磁 作用 . 过 去 已 经 发 展 出 了 系统 的 原子 、 分 子 理论 以 及 物质 的 光学 、 电 磁性 
质 的 理论 . 随 着 研究 的 深入 ,更 多 的 有 关 电磁 作用 的 新 现象 和 新 规律 不 断 被 发 现 ， 
因此 本 章 的 内 容 除了 给 出 物质 中 电磁 作用 的 基本 规律 外 ,也 要 介绍 一 些 与 物质 中 
电磁 相互 作用 有 关 的 新 成 果 . 


6.1 荷 电 粒 子 的 拉 格 朗 日 量 


61.1 最 小 作用 量 原理 


为 了 讨论 电磁 作用 的 基本 规律 ,首先 回顾 一 下 最 小 作用 量 原理 . 如 一 个 系统 的 
拉 格 朗 日 量 是 L(x,x* st) , 则 该 系统 的 作用 量 S 定义 为 对 它 的 时 间 积分 
s= [хз 6.1.10) 
系统 的 运动 方程 由 作用 量 的 变 分 为 零 决定, 即 
S= |’ alLa ах ао Lai] 


EE 27-0 (6.1.2) 
轨道 的 初 ,未 点 是 固定 的 
хау =x, ха = ха 6. 1. 3) 
因此 两 端点 的 变 分 为 零 
xlt) 一 Br(tz) 一 0 (6.1.4) 
将 (6. 1. 2) 式 的 第 二 项 作 分 部 积分 ,得 
0=8s=J arx» ая а.) на. k 5 一 "аах. GA сш) 


‹6. 1.5) 
由 于 变 分 8x(#) 是 任意 的 ,所 以 从 作用 量 的 变 分 为 零 导出 系统 满足 的 运动 方程 为 


aL_dar- 
ЕССЕ (6.1.6) 
例如 ,一 个 粒子 在 势 场 中 运动 时 ,其 拉 格 朗 日 量 为 
L=T-V= тё Ус) (6.1.7) 
由 上 式 得 
с АЕРА ar- 
B =mi=p Z= Wo (6.1.8) 
代入 (6. 1. 6) 式 便 得 到 熟知 的 粒子 运动 方程 
g = wa) (6.1.9) 


6.1.2 相对论 性 粒子 的 哈密 顿 量 


现在 讨论 一 个 相对 论 性 粒子 的 哈密 顿 量 ,看 它 应 当 是 什么 样 的 形式 . 
这 时 首先 要 把 (6. 1. 1) 式 对 : 的 积分 换 成 是 标量 | 时 的 积分 . 回忆 一 下 相 
对 论 的 基本 关系 式 , 即 固有 时 с 与 四 维 坐标 (t,x) 之 间 的 关系 ( 取 一 1) 


4с = Ма а = dt у (6.1.10) 
记 
《6.1.11) 
有 
dt = ydr (6.1.12) 
根据 以 上 的 关系 可 将 作用 量 写作 
5= [аш = |, ао (6.1.13) 


现在 再 从 相对 论 的 协 变性 要 求 来 看 L 应 该 取 什么 样 的 形式 . 考虑 如 下 ， 

(a) 相对 论 协 变性 要 求 S 应 当 是 标量 ,dr 也 是 标量 ,所 以 要 求 7L 也 应 是 标 
量 , 才 能 保证 运动 方程 在 所 有 惯性 系 中 取 同 一 形式 . 

(b) 这 一 标量 应 由 基本 量 хе, р” 所 组 成 ,但 在 讨论 自由 粒子 的 情形 下 四 度 时 
空 具 有 平移 的 变性 , 即 运动 方程 对 变换 т^-» т^ Баб 不 变 , 所 以 xL КЕЕ х" 而 只 
能 是 р^р„=т* ( 标 量 ) 的 函数 , 即 


Ж. = уот) (6.1.14) 
根据 以 上 的 考虑 ,得 到 自由 运动 粒子 的 相对 论 性 作用 量 是 
s= dfw = [аон И (6.1. 15а) 
a А 


由 此 可 见 
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L= f(m) У/1— (6. 1. 15b) 
代入 运动 方程 


d (3 fi- 
= эге" VF) отуз] (6. 1,16) 


上 式 的 第 二 等 式 中 考虑 到 工 жа x MA E0, ЕАС Лоту х JE 


守恒 量 . 另 一 方面 ,已 知 相对 论 性 动量 ту х 是 守恒 量 ,两 者 比较 得 f(m) = — т, F 
代入 (6.1. 15b) 式 便 得 
一 一 mm 
在 非 相对 论 的 极限 下 得 到 
„=—=т+үт +++ (6.1.18) 
上 式 中 的 第 二 项 正 是 非 相 对 论 性 自由 粒子 的 拉 格 朗 日 量 ,由 此 验证 了 上 面 讨 
论 结果 的 正确 性 . 


6.1.3 ”电磁场 中 运动 粒子 的 拉 格 朗 日 量 
表征 电磁 场 的 物理 量 是 电磁 场 强 ,也 可 以 是 四 度 的 电磁 势 A" = С, А). 拉 格 
ин 量 应 当 是 一 个 标量 ,所 以 粒子 与 电磁 场 耦合 的 可 能 形式 是 和 “4. 以 下 讨论 


取 这 种 形式 的 合理 性 . 

Са) Р= (E,P) 也 是 四 矢量 ,所 以 P + A 是 标量 ,同时 该 量 应 和 粒子 的 电荷 "成 
正比 . 

(b) 看 一 下 它 在 非 相 对 论 极限 下 的 情况 ,所 谓 非 相对 论 极限 指 粒 子 的 速度 很 
小 (u-*0) МГЕ + A= E (Ер—р А) 25:6 Опр) =еф, АИВ! Т RER 
子 在 非 相 对 论 情形 的 静电 势 下 的 拉 格 朗 日 量 . 

(с) 详尽 一 点 说 ,有 了 电磁 场 后 ,整个 的 YL( 不 变量 ) 应 为 


к=-7—-у\®#—юР'А›) 


《6. 1. 17) 


= с 中 ddz。 
=-т 10 —®Е бех, д 6. 1.19) 
其 中 利用 了 关系 
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7 一 下 
回忆 一 下 ,在 非 相 对 论 极限 下 有 


dr Henk 
ш ^1 1#1«1, м1 


因此 (6. 1. 19) 式 成 为 


тат ep tex +A (6. 1, 20) 


得 出 了 非 相对 论 极 限 下 粒子 的 动能 、 静 电势 及 与 矢 势 的 作用 . 不 过 要 注意 的 
是 ,虽然 取 的 是 非 相对 论 极限 ,但 并 不 是 把 u 就 取 为 零 ,所 以 得 到 的 结果 也 包括 了 
粒子 与 矢量 势 的 作用 ,这 就 是 比 (b) 考 虑 得 更 仔细 的 地 方 . 

(D 将 在 非 相对 论 极 限 下 得 出 的 L(6. 1. 20) 式 代 人 运动 方程 


аа. ә. беду 2(— Уул) 
Шә өк 407+) a «е+‹}14А) 0 (6.1.21) 
注意 在 有 电磁 场 时 粒子 的 正则 动量 是 
р= 25 = ті + «6.1, 22) 
所 以 (6. 1. 21) 式 又 可 表示 成 
9р —— evpte DiVA; (6.1.23) 


由 于 


(6. 1. 24) 


а 
以 及 p 的 (6.1.22) 式 表示 ,因此 (6. 1. 23) 式 可 改写 为 


P- Ят ед) = Ani) е ЗА ЕТТЕ va 


=— Vp +e J £ VA; 


nm 坚 - «(=+е#-&@)+{5® “vA 一 cv)4] 


一 «(7 24) X(VXA) = «(Е+#Х В) (6.1.25) 
ЗАЛИВАТ АНЕ Рза Д, ЭШЕ T О АНЕ 
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朗 日 量 表示 (6. 1. 19) 式 的 正确 性 . 
61.4 мена 


在 量子 理论 中 常 需 用 到 系统 的 哈密 顿 量 算 符 . 为 了 便于 作 量子 理论 的 讨论 ,所 
以 从 系统 的 拉 格 朗 日 量 出 发 去 导出 相应 的 哈密 顿 量 . 由 于 现在 讨论 的 是 非 相对 论 
性 的 量子 理论 ,所 以 应 当 从 非 相对 论 极限 下 的 工 Н Н 
н=.9%®—1,=?-р—1, 
ai 


=i. (mi ед) – (та та Берег) 
= т+ ут ер 
= mt PA ор (6.1.26) 


上 式 中 的 常量 m 可 以 省 去 ,后 面 两 项 就 是 常见 的 粒子 与 电磁 场 耦合 系统 的 哈 
密 顿 量 ,不 过 需 留意 的 是 这 里 还 没有 包括 裸 电 磁场 的 部 分 . 


6.2 规范 不 变性 
6.2.1 麦克 斯 韦 方 程 
现在 转 而 讨论 用 场 强 表示 的 麦克 斯 韦 方程 : 
У.Е= Р 


(6. 2, 1) 


æ- 
УхЕ+® =0 


其 中 p,j 是 电荷 密度 及 电流 密度 . 由 于 (6. 2. 1) 式 是 三 维 空间 的 表示 ,掩盖 了 电磁 
规律 的 相对 论 协 变性 ,为 此 需 将 (E,B) 写 成 一 个 四 度 的 二 阶 反 对 称 张 量 的 形式 
0 Е, Е, Е, 


Е“ = (6. 2, 2) 


以 及 将 pj 组 成 四 矢量 形式 
F= oj) 6.2.3) 
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当然 仅仅 是 形式 上 把 一 些 物理 量 写成 四 度 形式 并 没有 实质 的 相对 论 协 变性 的 
意义 ,但 如 果 能 将 麦克 斯 韦 方程 (6. 2. 1) 式 改写 成 具有 协 变性 的 方程 形式 , 才 会 实 
质 上 满足 协 变性 要 求 

(a) 很 容易 看 出 ,麦克 斯 韦 方程 (6. 2. 1) 式 的 第 一 式 及 第 二 式 可 以 改写 成 如 下 
协 变 的 矢量 方程 

аР" =) (6.2, 4) 
其 中 
== (69) 
(b) (6. 2. 1) 式 的 第 三 ,第 四 式 也 可 改写 成 男 一 个 协 变 的 矢量 方程 
aF” =0 (6.2, 5) 
其 中 
Fe 三 eeFw (6,2,6) 
综合 以 上 的 结果 可 看 出 麦克 斯 韦 方程 实质 上 是 相对 论 协 变 的 . 
о 在 作 洛 仑 兹 变换 


wa = Dar (6.2.7) 


(6. 2. 8) 


二 阶 电 磁场 张 量变 换 如 下 


Pr Fr = Ушур (6. 2. 9) 


(d) 由 于 张 量 Pr" 具 有 反对 称 性 ， 所 以 对 (6. 2.4) 式 两 端 作 微 商 可 以 直接 得 到 
连续 性 方程 
aj’ =гак” =0 (6. 2. 10) 
对 上 面 的 连续 性 方程 作 体积 分 得 


ее 
即 
=- |v- jër=—f ids (6.2.11) 
其 中 
oe 
当 取 V 为 全 空间 时 ,得 (6. 2. 11) 式 的 右 方 |_。j* ds 一 0. 这 是 因为 无 穷 远 处 了 一 
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定 为 零 , 这 一 结果 保证 了 全 空间 的 电荷 守恒 . 
6.2.2 麦克 斯 韦 方程 的 矢量 势 形式 


引入 四 度 的 矢量 势 
Ar = (pA) 
将 F* 用 它 来 表示 
Е" = FJA — FA" 
用 场 强 来 表示 是 
下 = 一 v9 一 u 
В = УХА 
(a) 由 于 ee" /是 全 反 称 的 , 故 有 
ea = 0 


因此 自然 得 到 麦克 斯 韦 方程 组 中 的 (6. 2. 5) 式 
BF” = d[e (oA 一 94 
= ё“*#(а,гА*— Ә,ӘА*) = 0 
СЪ) 剩 下 唯一 的 四 矢量 势 应 满足 的 方程 (6. 2. 4) 可 改写 为 
BF” = B (FA — FA”) 
= DA әде) = р 


其 中 引入 
П#=г„г 
注意 如 下 的 关系 
= (2,2,2,2 Ne 
a = (x'a anar) (av) 
ә а _ ә 
әта (dae аа’ ax) 
其 中 
+1 
-1 
Ga =i 
-1 
6.2.3 规范 不 变性 


《6. 2. 12) 


《6. 2. 13) 


《6. 2, 14) 


上 面 引入 的 四 矢量 势 具有 一 定 的 任意 性 ,因为 如 果 A 是 正确 表示 场 强 的 二 


阶 张 量 的 四 矢量 势 的 话 ,那么 对 A” 作 如 下 的 规范 变换 
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А" = А*+2 (6. 2. 15) 
X 是 一 个 标量 , 则 由 A” 得 到 的 F” 和 原来 的 Pr 一 样 
Fr= FAFA + FIIF) X 
= ФА –ӘА" = Е" (6. 2,16) 
可 见 经 过 (6. 2. 15) 式 的 规范 变换 后 的 A” 仍然 给 出 同一 个 Fe ,这 种 性 质 叫 做 规范 
变换 的 不 变性 . 
要 想 去 掉 这 种 任意 性 ,可 以 给 Ае 加 上 一 定 的 条 件 , 例 如 可 以 选择 X 使 它 满足 


X = 一 5 A" (6.2.17) 
经 过 这 样 的 (6. 2. 15) 式 变换 后 的 A” 就 满足 
аА” = 3A” +37 X = 3A” +X = 0 (6. 2. 18a) 
把 A” 的 撤 号 去 掉 , 写 成 
аА” = (6. 2. 18b) 


上 述 的 对 矢量 势 的 这 个 约束 条 件 叫 洛 仑 兹 规范 ,把 它 代入 (6. 2. 14) 式 后 得 到 在 洛 
仓 效 规范 条 件 下 的 麦克 斯 韦 方程 为 

ПА = (6. 2, 19) 
这 就 是 说 利用 规范 不 变性 可 以 给 矢量 势 加 上 一 个 如 (6. 1. 18b) 式 规定 的 性 质 , 值 
得 注意 的 是 ,尽管 有 了 规范 条 件 , 例 如 选取 洛 仑 兹 规范 ,四 矢量 势 仍然 没有 完全 确 
定 下 来 ,因为 如 果 A" 满足 (6. 2. 18a) 式 ,那么 另 一 个 A" 

А" = А +r (6. 2. 20) 

只 要 ?满足 

Dr=0 (6,2, 21) 
则 A” 也 一 样 满足 (6. 2. 18b) 式 . 当然 现在 的 任意 性 终归 要 比 原来 的 小 了 一 些 . 


6.2.4 量子 理论 的 规范 不 变性 


前 面 讲 的 规范 不 变性 都 是 在 经 典 理论 的 框架 下 进行 的 . 现在 要 问 在 量子 理论 
的 框架 下 这 种 规范 不 变性 是 否 仍然 成 立 . 在 量子 理论 中 ,动力 学 方程 是 如 下 的 薛 定 
юлт 


рен [1 іта |р (6.2, 22) 
如 果 在 量子 理论 中 这 种 规范 不 变性 仍然 成 立 的 话 ,那么 在 А* (ЕТ (6. 2. 15) 式 的 
规范 变换 后 ,(6. 2. 22) 式 的 形式 就 应 当 不 变 . 不 过 在 检验 (6. 2. 22) 式 的 形式 是 否 不 
变 之 前 ,应 当 注 意 到 另 一 个 重要 的 因素 , 那 就 是 在 量子 理论 中 四 矢量 势 是 作为 算 符 
进入 到 系统 的 哈密 顿 量 中 去 的 . 但 是 量子 理论 中 还 有 另 一 要 素 波 函 数 ,因此 我 们 自 
然 要 问 在 算 符 作 变 换 时 , 波 函数 是 否 也 要 作 相应 的 变换 才能 使 动力 学 方程 在 总 的 
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变换 后 形式 不 变 呢 ? 答案 是 在 量子 理论 的 规范 变换 中 , 波 函 数 自然 也 应 作 相应 的 
变换 , 即 在 量子 理论 中 总 的 规范 变换 应 是 算 符 和 波 函数 的 同步 变换 

A 一 Ar 十 9X， 几 一 eay (6. 2. 23) 
下 面 就 来 证 明 在 规范 变换 (6. 2. 2DF EEIE. 2. 22) 式 的 确保 持 形式 不 
变 , 即 在 变换 后 仍 是 


ЛЕЛЕ СЕЕН, A 
17—49 (6. 2, 24) 


证 明 过 程 如 下 : 
首先 看 (6. 2. 24) 式 的 左 方 


iby = ie) = e etg t iet ӘР (6. 2. 25) 
再 看 (6. 2. 24) 式 的 右 方 
1 ‚ КЕ 
[э 19-а +) 
1 s 
= [5 Сіта tevo +‹(о+®9Х) е 


> 
2т 


17 е HeY D eV Хер іе трде 
Hev rey) (е0) ер 
aiva 

[еа top teteng 


一 ex vi +e dy (6. 2. 26) 


6. 2. 25) 和 (6. 2. 26) 两 式 的 右 方 相等 , 故 左 方 也 相等 . 这 样 就 证 明了 规范 变换 后 同 
样 形式 的 薛 定 户 方程 成 立 , 即 量子 理论 中 仍然 存在 相应 的 规范 变换 不 变性 . 这 里 要 
附加 说 明 两 点 : 

Са) 在 规范 变换 中 波 函 数 的 变换 为 少 一 exy. 

Cb) 因此 有 | 1* 二 |y1*, 即 在 规范 变换 中 粒子 的 几率 分 布 不 变 . 看 起 来 似乎 
这 样 的 波 函 数 规范 变换 不 会 有 任何 物理 效应 ,但 是 不 要 忘记 波 函数 一 般 是 一 个 复 
数量 , 相 因子 同样 会 起 着 重要 的 作用 . 从 下 面 一 小 节 的 讨论 中 就 将 看 到 波 函数 的 相 
因子 如 何 产生 物理 效应 . 
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6.3 Aharonov-Bohm 效应 


Aharonov-Bohm 效应 是 一 个 很 有 意义 的 物理 效应 . 它 在 20 世纪 中 期 首先 被 
从 理论 上 预言 ,后 来 在 实验 中 得 到 了 证 实 . 这 个 被 称 之 为 A- B 效 应 的 物理 现象 说 
明了 重要 的 两 点 :一 是 说 明了 波 函 数 的 相 因 子 的 重要 性 ,二 是 改变 了 经 典 电磁 理论 
中 认为 只 有 场 强 F” 才 有 实质 的 物理 意义 而 四 矢量 势 似乎 只 是 一 种 辅助 的 数学 工 
具 的 看 法 . 这 种 看 法 来 源 于 四 矢量 势 具 有 的 规范 变换 的 任意 性 . A- B 效 应 证 实 了 
四 矢量 势 本 身 具有 实质 的 物理 意义 . 为 了 阐明 A- B 效 应 ,让 我 们 先 回 顾 一 下 电子 
的 量子 理论 的 双 颖 实验. 


6.3.1 х 


ЗАЛЖ, к ЕЗ ЖАНЕ ЛС ЛЕЙН ОЙ Эр Р НЕНЬ ВАО ИНА 
讲 它 是 沿 无 穷 多 根 权重 不 同 的 路 径 到 达 屏 上 的 ,图 6. 1 中 标示 出 其 中 的 主要 贡献 
的 经 典 轨道 ,而 且 事实 上 有 显著 贡献 的 是 那些 围绕 经 典 轨道 的 无 数 条 邻 域 的 路 径 ， 
不 过 由 于 它们 都 在 经 典 轨道 的 邻 域 ,所 以 其 几率 幅 与 相 因子 都 可 以 由 经 典 轨道 主 
要 来 表征 . 


图 6.1 


Са) 电子 通过 上 颖 到 屏 上 已 点 时 , 它 的 相位 与 离开 源 时 的 相位 差 为 
ехр(ї ifi а та) exp (1250 +; 22d) 6.3. D 
其 中 是 德 布 罗 意 波长 


a= 29 290—0) 


р = mdi Fd) SLD 
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(b) EFH FERA Р 点 时 起 主要 贡献 的 经 典 轨道 的 相位 变化 是 
exp (i fde та) exp (1204 +: 22) (6.3.3) 
Со) 如 记 电子 在 离开 源 时 的 波 函 数 为 和 到 达 屏 时 由 于 其 相应 的 相位 变化 由 
(6. 3. 2) 及 (6, 3. 3) 两 式 给 出 ,其 波 函 数 分 别 应 为 


h = pop (20154) 
《6. 3. 4) 
n= pop (ieith) 
于 是 屏 上 已 点 的 波 函 数 为 


p= pexp (+1 @)[1+ех(Ф#к@—@)] ез5 
因此 到 达 屏 上 已 点 的 几率 ( 光 强 ) 为 
а= Т ер (Фк 54) [1+ exp (-2«224)] 
=41д|' оё Ta (6. 3. 6) 
(d) hE 6.19125,8,9 0 
а= ++ (5+8) = FF + 


2 ЛҒ 
= М5 sing 
同 理 有 
di = VIFS sing (6.3.7) 

将 (6. 3. 7) 式 代入 (6. 3. 6) 式 ,得 到 电子 在 屏 上 激 起 的 强度 分 布 为 

ТФ) ~ |g]? = 4 соё rd SRE (6.3.8) 
屏 上 形成 的 衍射 花样 如 图 6. 2(a) 所 示 . 
6.3.2 A-B 效 应 


在 狭 颖 的 后 面 放 一 根 很 长 的 细 螺 线 管 ,如 图 6. 2(b) 所 示 , 管 轴 垂直 于 纸 面 , 管 
的 半径 为 R. 


жож 粒子 的 电磁 作用 ш. 


图 6.2 
这 时 管内 有 场 强 B 而 管 外 场 强 为 零 . 如 用 矢量 势 来 描述 ,有 
ЯВ r<R 
О] Ів „>к 
其 中 元 是 纸 面 内 与 位 置 矢量 垂直 的 单位 矢量 . 
可 以 证 明 (6. 3. 9) 式 给 出 的 矢量 势 的 表示 式 是 正确 的 ,因为 由 它 给 出 
i 


(6. 3. 9) 


= =įl2 
B=VxXA =$ 0А) (6. 3. 10) 


зза 
在 加 上 螺 线 管 后 ,我 们 再 来 看 电子 到 达 屏 上 的 相 因子 变化 ,没有 螺 线 管 时 , 相 


因子 的 变化 主要 来 自 "经 典 轨道 "的 路 径 积分 exp (“de киз). 有 了 产生 螺 线 
管内 磁场 的 矢量 势 A 后 ,相应 的 拉 格 朗 日 量 变 为 
研一 二 站 十 of 和 (6.3.11) 
因此 穿 过 上 下 链 的 “经 典 轨道 "的 相 因子 变化 分 别 变 为 
КЕ +a- %)а]- exp [i 至 ci +d) Hief „А a] 
(6. 3. 12) 
өр [125040 Hief А а] 


《6. 3. 13) 
两 个 路 径 到 达 屏 上 时 的 相位 差 变 为 
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еро ®=Ф +ie(f 一 | )4 а] ор #54 +ефл. ах) 
(6.3.14) 
其 中 
$a- dr = [тха aS = |в. 45 = Вак (6. 3. 15a) 
这 时 屏 上 电子 的 强度 分 布 为 
ІФ = Ах соғ (29 зп ё+--&ВяК° ) (6. 3. 15b) 


表现 为 衍射 花样 向 上 推 了 一 段 . 从 以 上 的 讨论 中 我 们 得 出 以 下 几 点 有 意思 的 结论 ， 

Са) 上 述 的 A-B 效 应 清楚 地 说 明了 A 确实 有 实际 意义 ,因为 在 上 、 下“ 经典 轨 
道 " 所 经 之 处 是 没有 场 强 的 ,但 势 4 不 为 0. 这 是 矢量 势 产生 的 物理 效应 . 

(b) A-B 效 应 的 根源 在 于 在 上 、 下 路 径 上 相 因 子 变化 的 不 同 . 这 说 明了 在 量子 
理论 中 相 因 子 所 起 的 作用 . 

(с) 人 们 也 许 会 提出 这 样 的 问题 ,因为 A-B 效 应 来 自 矢量 势 ,但 矢量 势 4 是 允 
许 规范 变换 的 ,那么 这 个 效应 是 否 与 规范 的 选取 有 关 呢 ? 如 有 , 则 它 仍 不 是 实质 
的 . 只 有 当 它 与 规范 的 选择 无 关 时 才 是 真正 的 物理 效应 下 面 将 证 明 它 的 确 与 规范 
的 选择 无 关 . 在 规范 变换 时 

А-А+УХ 6. 3. 16) 

而 


фа+тю . 4х=$фА.4к+фел. dr 
={А.4+[ехтю-48 


-фа "dx (6. 3. 17) 
这 样 就 证 明了 A-B 效 应 的 确 与 规范 的 选择 无 关 . 


Са) 需要 补充 说 明 的 是 ,以 上 都 是 围绕 “经 典 轨道 "来 讨论 的 ,所 以 它 只 突出 了 
主要 的 定性 性 质 , 精 确 的 讨论 还 应 将 所 有 路 径 都 考虑 在 内 . 


6.4 ш 磁场 


在 前 面 讨论 粒子 与 电磁 场 之 间 的 作用 时 ,对 粒子 一 直 用 量子 理论 处 理 ,而 对 电 
磁场 还 停留 在 用 经 典 场 处 理 的 阶段 ,同时 也 没有 讨论 电磁 场 本 身 对 哈密 顿 量 的 贡 
献 .为 了 进一步 地 深入 讨论 和 构建 一 个 完整 的 量子 理论 ,我们 应 当 把 电磁 场 也 量子 
化 , 即 把 电磁 场 看 做 是 一 个 光子 体系 . 这 时 粒子 与 电磁 场 之 间 的 作用 和 粒子 与 粒子 


第 6 章 粒子 的 电磁 作用 из. 


间 的 电磁 作用 便 可 看 做 是 粒子 与 粒子 通过 光子 中 介 而 产生 的 相互 作用 . 但 为 了 对 
电磁 场 进行 量子 化 ,首先 还 需要 对 电磁 场 的 经 典 场 论 内 容 作 深入 一 点 的 讨论 ,因为 
电磁 场 作为 场 和 粒子 体系 有 一 个 显著 的 不 同 之 点 ,就 是 粒子 具有 有 限 的 自由 度 
x(0) 而 场 A*(z,) 具 有 无 限 的 自由 度 ,所 以 需要 就 此 作 一 些 特别 的 讨论 . 


6.4.1 拉 格 朗 日 量 密度 
由 于 场 Ar"(x,t) 有 无 限 的 自由 度 , 所 以 必须 先 引入 它 的 拉 格 朗 日 量 密度 


A(Cx,z) 而 不 是 直接 就 讨论 拉 格 朗 日 量 , 因 而 作用 量 不 再 是 直接 表示 为 拉 格 朗 日 量 
对 时 间 的 积分 ,而 是 表示 为 拉 格 朗 日 量 密度 对 时 间 及 空间 的 积分 
S= [de (6.4.1) 
为 简明 起 见 ,以 下 的 讨论 以 单 分 量 的 场 B(x) 三 @(x,) 为 例 . 场 的 拉 格 朗 日 量 
密度 一 般 既 是 B(x) 的 泛 函 ,也 是 3,8$(z) 的 泛 函 ,这 时 对 作用 量 的 变 分 既 有 来 自 场 
的 变 分 DDC) ,也 有 来 自 8(3,(@(z))) 的 变 分 , 即 
85= АЕ + zgor] (6.4.2) 
利用 53,8 (x) 二 3,88(z), 并 对 上 式 右 方 第 二 项 作 分 部 积分 并 应 用 作用 量 
原理 


ès= [Г а; эор; + [59:8] 2 


= Је [25 -a бет =0 (6.4.3) 
由 于 D EER ТОДА 09 @(z) 场 应 满足 的 运动 方程 
ә. 


= _ EE A = 
E AET i (6.4.4) 
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上 面 导出 的 运动 方程 是 普 适 的 , 它 适用 于 各 种 场 ,包括 电磁 场 .已 知 电磁 场 的 
规律 在 洛 仑 兹 时 空 变换 下 具有 协 变性 ,变换 时 新 旧 坐标 间 有 如 下 的 关系 : 

(a) dz "一 六 dz |w-o, 这 是 运动 时 钟 变 慢 的 效应 . 下 标 dz 一 0 表示 旧 坐标 系 
中 的 时 钟 是 静止 的 . 

(b) dz =уйт | ee-。, 这 是 洛 仑 兹 长 度 收缩 的 效应 ,zl 表示 空间 坐标 在 运动 
方向 上 的 投影 ,dz* 一 0 表示 旧 坐标 中 dri 两 端 是 同时 的 . 

(с) dz =dr; ,zl 是 空间 坐标 在 垂直 运动 方向 上 的 投影 ,综合 以 上 三 点 可 
知 ,在 洛 仑 兹 坐标 变换 下 积分 的 测度 不 变 , 即 

dr = dr”dr', d', = блуз = d'z (6. 4. 5) 
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另 一 方面 ,一 个 系统 的 作用 量 是 一 个 固有 的 物理 量 , 它 应 当 是 在 洛 仑 兹 坐标 变 

换 下 不 变 的 标量 ,因此 也 就 要 求 拉 格 朗 日 量 密度 也 是 洛 仑 效 标量 . 根据 这 一 要 求 ， 

由 电磁 场 的 Ре, Ае, је 这 些 物理 量 来 构成 一 个 标量 的 工 , 其 最 可 能 的 形式 可 以 表 
示 如 下 

= 1,8" – ЎА, (6.4.6) 


它 的 正确 性 将 由 以 下 两 点 来 证 明 :一 是 可 以 明显 看 出 它 确实 是 标量 ,二 是 将 它 
代 人 运动 方程 可 以 导出 正确 的 麦克 斯 韦 方程 . 证 明 如 下 : 
由 (6. 4. 6) 式 可 得 


Мыш э 1. =: Сару 
IA T sL TAADA] 
=- 19А, —3A,) — (аА, — 3A.) + (дА, —3A,) 
— (aA, —3A,)] = 一 (34, 一 a4,) =— F” 
将 上 两 式 代 人 运动 方程 (6. 4. 4) 式 即 得 麦克 斯 韦 方程 
aF” =) (6.4. 7) 
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获得 了 正确 的 拉 格 朗 日 量 密度 后 便 可 导出 电磁 场 的 哈密 顿 量 密度 , 根据 哈密 
顿 量 密度 与 拉 格 朗 日 量 密度 的 关系 ,有 


һ= ЕЯ EN) -L = Fy HADE" + LPF, + },А^ 
а 
= Е.Ф +В) +}А^ (6.4.8) 
在 导出 上 式 时 用 到 了 以 下 一 些 性 质 : 
с) Fp eMe МА: се, адо 
о 一 
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(о) —(Е„+Ә,А„)Е”=— E (Fu +Ә,А„)Е“ 
У(Е,+әФ)С—Е,)=Е*+Е + VO 


1 一 工 (B: 一 
Ф Р", = BE) 


在 作 进一步 讨论 时 还 需要 选 定 规范 如 果 关 心 的 是 粒子 的 速度 远 小 于 光速 的 
情形 , 则 选取 库仑 规范 条 件 更 为 方便 . 库仑 规范 的 条 件 是 


VA=0 (6.4.9) 
如 果 现 有 的 4 不 满足 库仑 规范 条 件 , 则 可 选择 X(z) 
хох) = Је тту" А) «6, 4.10) 
作 规范 变换 
4 一 4 一 9X (6.4.11) 
则 可 得 


, , 1 , s 
+А'=\. P. з . 
у.А'=Т atfer Viia rT V AGD 
=v А-аа УПАО) =0 (6.4.12) 


即 通过 以 上 的 变换 可 以 使 变换 后 的 A” 满足 (6. 4. 9) 式 的 条 件 . 假定 已 选 定 A* 满 
足 库仑 规范 条 件 , 这 时 来 看 麦克 斯 志方 程 口 A" 一 5 (3.A”) =}. 当 取 v=0 时 ,上 述 
方程 成 为 


(8-7) осал т.д (8—78) аа" 
Erker 
即 
vip——p (6.4.13) 
或 
Pan = fez Trp (6.4. 14) 
从 得 到 的 (6. 4. 14) 式 可 以 得 出 一 个 重要 的 结论 , 即 在 库仑 规范 条 件 下 ,电磁 场 的 标 
量 势 完全 决定 于 电荷 密度 而 与 流 密度 无 关 . 


6.4.4 库仑 规范 下 的 哈密 顿 量 


将 (6. 4. 8) 式 的 哈密 顿 量 密度 改写 一 下 
h= (Е +В) ФЕ. v@ 二 jh“ 


=} +В) +V (ФЕ) -O + E+ jA" (6. 4. 15) 
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然后 分 别 对 上 式 的 各 项 予以 讨论 . 
(а) 因为 总 要 将 代入 积分 去 求 系 统 的 哈密 顿 量 电 ,第 二 项 Vv 。 (dE) 对 空间 
积分 后 成 为 无 穷 远 处 的 表面 项 ,因而 为 0, 不 起 作用 , 故 可 售 去 . 
b) 在 库仑 规范 里 有 
ViE=v: (vA —M)=—v:A vA = vA =р 
因此 (6. 4. 15) 式 中 的 第 三 项 与 第 四 项 可 以 写成 
ФУ. E+jA"=— ФУ, Е+ }ьА° + УА! 


ФФ -ј-А=—ј-А (6.4.16) 
综合 (a) ,(b) 的 讨论 ,h 可 表示 成 


п ав) jA (6.4.17) 


为 了 从 哈密 顿 量 密度 积分 得 出 系统 的 哈密 顿 量 , 先 作 一 点 准备 . 对 于 任何 一 个 
矢量 场 下 总 可 以 将 它 分 解 成 纵 、 横 两 部 分 , 即 


Е= Е; +F, (6.4.18) 
其 中 
V.F, УХЕ,=0 ‹6. 4. 19) 
这 一 点 可 以 简单 证 明 如 下 . 对 任意 矢量 场 下 作 传 里 叶 变 换 
F(x) 一 saverrak (6. 4. 20) 
然后 将 ЛООНУ Ё I У Ё ЗЕР DN faka. 
ДЮ = 万 有 十 万 ki (6. 4. 21) 
ЖЕР À A É ЯРЬНА È ЗАРАА АСАР А D ЙЧ А, ЭЕЯГ 
ТЕА (6.4.22) 
fı= fek 
然后 定义 
ГА = [л дечак 
(6. 4. 23) 


F= | fih, dk 
便 可 证 它们 满足 (6. 4. 19) 式 的 条 件 . 把 上 面 对 一 般 矢 量 场 可 分 解 为 纵 、 横 两 部 分 的 
结论 应 用 到 电场 强度 EE 上 
E=E; +E, (6.4.24) 
横 场 
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У.Е,=0 
纵 场 
УхЕ, =0 (6. 4. 25) 
另 一 方面 
=— урай 
E=- vp- (6. 4. 26) 


在 选择 库仑 规范 的 条 件 下 将 (6. 4. 24) 式 与 (6. 4. 26) 式 作 比 较 可 知 


《6.4.27) 
这 是 因为 
vxCvp)=0 

及 

+.(®\)=—Ә‹у-л›=0 (6. 4. 28) 
AHANY + А0, А 是 横 场 , 即 

А=А, (6. 4. 29) 

因此 Е? 对 空间 的 积分 为 


[Paz=| Æ +E rez f (-ve- jr 
=[[cvo:+(- з.) tavo (H) Ја. 


= ео» + (ё) -202v -aD ]Фе+? [е8] 


= [ео ($) jez (6. 4. 30) 


上 式 第 三 项 在 库仑 规范 下 为 零 ,第 四 项 是 在 无 穷 远 处 的 面 上 取 值 自然 为 零 . 利用 
(6. 4. 30) 式 及 (6. 4. 15) 式 ,得 到 系统 的 哈密 顿 量 为 


H= [ре 
= Је: [вво] 
=[г [1 хате (H) —у. А] (6.4. 31) 
对 上 式 中 的 第 二 项 作 分 部 积分 
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Гое у фура — fe edz 


= ороо [Ea азу 
41-х | 
上 式 的 最 后 一 个 等 式 用 到 (6. 4. 14) 式 ,这 样 (6. 4. 31) 式 最 终 可 表示 为 
| 


+1 HA f e ава Фуфа" (6. 4.38) 


4r|x—x| 
至 此 可 以 得 出 如 下 一 些 结论 ; 
Са) 取 库 仑 规范 时 ,矢量 场 为 横 场 ; 
(b) 系统 的 哈密 顿 量 分 成 场 能 以 及 场 与 物质 的 荷 与 流 之 间 的 相互 作用 两 
部 分 ; 
Сс) 场 与 荷 、 流 之 间 的 作用 又 明确 分 为 矢量 场 与 流 的 作用 以 及 标量 场 与 荷 的 
作用 ,后 者 还 可 看 做 是 荷 与 荷 的 作用 . 


6.5 № 单 Ж 


6.5.1 麦克 斯 韦 理论 的 电磁 不 对 称 


麦克 斯 韦 理论 虽然 成 功 地 描述 了 电磁 的 规律 ,而 且 也 符合 相对 论 的 协 变性 要 
求 ,但 它 存在 着 明显 的 电 与 磁 的 不 对 称 性 , 即 在 麦克 斯 书 方程 组 里 出 现 有 电荷 及 电 
流 密度 而 没有 磁 荷 及 磁 流 密度 . 为 了 清楚 起 见 зң Уба А 
У.Е=р vx в—2Е Ej 


v.B=0 vx 


(6.5.1) 


或 写成 协 变 的 形式 为 


СЕ" аер), (6. 5. 2) 


ү, ў 
аЕ'” = 0 
设想 一 下 要 是 真 的 有 电 与 磁 的 完全 对 称 性 的 话 ,那么 电磁 对 称 的 方程 组 则 似 应 写 


成 如 下 的 形式 
кз =p ухв-2Е 


а 
ув р, тхЕ+9# =), 


(6. 5, 3) 
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(5. ж, (6.5.4) 
аг" =j 

其 中 o, 是 磁 荷 ,j, 是 磁 流 密度 . Dirac 最 先 提 出 电磁 对 称 理论 的 设想 ,并 且 他 从 这 
样 的 理论 出 发 还 得 到 一 个 十 分 有 趣 的 结论 . 下 面 就 来 讨论 他 的 论证 . 


6.5.2 Dirac 磁 单 极 假想 
Са) 如 果 有 磁 荷 存在 并 有 


VB=p (6.5.5) 
则 和 相应 的 v。E=p 完 全 一 样 ,可 知 一 个 磁 荷 pv 产生 的 磁场 分 布 一 定 为 
B= Eyr (6. 5, 6) 
相应 的 矢量 势 可 以 在 球 坐标 中 表示 成 
ho = кыў i-e «6.5. Та) 
或 
А =— дыф Lteos g (6.5. 7b) 


其 中 多 是 球 举 标 的 p 方 向 上 的 单位 矢量 . (6. 5. 7a) 式 或 (6. 5. 7b) 式 的 正确 性 可 以 
由 将 它们 代入 下 式 

vxA=B «6. 5. 8) 
看 算出 的 B 是否 是 和 (6. 5. 6) 式 一 致 来 检验 . 根据 正 交 曲面 坐标 系 中 矢量 场 的 旋 
量 公式 ,对 于 矢量 场 w 一 (w ,us ,us) 有 


__ 1 [XH Hau) 
(ухи), = Br а } (6.5.9) 
对 于 球 坐 标 有 如 下 的 关系 
а= &=0, вер (6.5.10) 


Н =Н,=1, Н = Н, =r, Н = Н, = пеіпе 
以 A" 为 例 ,有 
AP = А? =0, AP = gu 120050 6.5.11) 
将 (6. 5. 10) 式 及 (6. 5.11) 式 代入 (6. 5. 9) 式 ,得 


в, = (Vx 4), = HY р-ка 2 
pH, 
1 рәс сов. uos 
-二 


ам [ә fs 
пб (0-90) 6 (6.5.12) 
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B = суха), = рт. (20540 A) 


сн | 2q- x 
5: 1-ёа-о0)=о (6.5. 13) 


B, = (xan = g, A бш o=o 


(6. 5. 14) 
得 到 的 B 的 确 与 (6. 5.6) 式 给 出 的 一 致 .对 于 矢量 势 4” 的 表示 可 类 似 地 验证 . 
Фф) 不 过 ,这 样 的 理论 ,仔细 一 点 考察 会 发 现 它 存在 着 矛盾 . 为 说 明 其 矛盾 的 
存在 ,我 们 计算 B 在 一 个 闭合 面 上 的 通 量 


[вав | v- Bez (6. 5. 15) 
《iD 如 果 根据 (6. 5. 5) 式 计算 , 则 有 
[В хав = | V- Bez = Гое = gu (6.5.16) 


GD 如 果 用 B=V XA 来 计算 , 则 有 
|Bxas= fv. Br=|v.wxotr=o (6517) 


WAV + (V хА)=0. 

这 样 一 来 显然 表 观 上 产生 了 矛盾. 这 种 表 观 上 的 矛盾 的 实质 是 (i) 的 计算 没 
错 , 但 (ip 的 做 法 是 有 问题 的 ,根源 在 于 不 论 A” 还 是 A 都 不 是 在 全 空间 上 的 解 
析 表 示 , 所 以 (6. 5, 17) 式 的 算法 不 成 立 . 这 是 因为 由 (6. 5. 7a) 式 可 知 A? YE 0 一 r 
时 有 奇异 性 ,而 A 外 在 0=0 时 也 有 奇异 性 ,所 以 * 磁 "矢量 势 不 能 由 单一 的 A" 或 单 
一 的 全 来 描述 ( 见 图 6. 3). 经 过 这 样 的 分 析 以 后 可 以 看 出 ,由 (D 及 (iD 两 种 计算 得 

到 的 矛盾 不 是 真实 的 ,原因 是 (ii) 的 计算 是 不 成 立 的 . 
(с) 以 上 的 分 析 指明 除 上 、 下 两 极 的 邻 域 分 别 只 能 由 А“! ж АО ЖК. С 
4 潮红 ”的 空间 点 4V 和 A” 都 可 描述 ,并 给 出 相同 的 B 来 ,可 
见 A" 和 A 中 之 间 应 当 只 差 一 个 规范 变换 . 根据 规范 
变换 的 公式 及 A” ,A 的 (6. 5. 7a) 式 及 (6. 5. 7b) 式 的 


表达 ,有 
Ао 一 Am 一 六 -25M_ уу (6.5.18) 
С] 
гањ 得 
е x =— 28р (6. 5,19) 


由 (6. 5. 18) 式 导出 (6. 5. 19) 式 是 根据 球 坐标 中 的 梯度 
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0, = 25 (6. 5. 20) 

ЖЕГЕ. ЕЕ) &, Н, 已 由 (6. 5. 10) 式 给 出 ,将 (6. 5. 19) 式 给 出 的 X 代 入 
(6. 5. 20) 式 得 

vo, = 2i- 2gup) = 0 

«тю, —-+ $‹—?ям) = 0 

-l1 ә Жыл ` 

OD, = шәр ?Емр) = тту] (6. 5, 21) 
这 就 证 明了 从 (6. 5. 18) 式 到 (6. 5. 19) 式 的 正确 性 , 即 4” 与 4 只 差 一 个 规范 变 
Ж. 根据 前 面 的 讨论 , 当 电 磁场 的 势 作 规范 变换 时 ,粒子 的 波 函数 同时 也 应 作 相应 
的 变换 


y= = mph (6. 5, 22) 
另 一 方面 波 函数 的 唯一 性 又 要 求 
yp+2n) = фф) (6. 5. 23) 
以 及 
W (9 十 2x) = Wo Ср) (6. 5. 24) 
于 是 结合 (6. 5. 22) (6. 5. 23) 及 (6. 5. 24) 式 可 导出 如 下 的 等 式 
exp [2ieg up + 2iegu 2x] = exp (2iegup) (6. 5. 25) 
上 式 成 立 的 条 件 是 
2egu =п On 一 0, 士 1, 士 2 ‹6. 5. 26) 


正如 本 节 一 开始 提 到 的 ,从 以 上 的 讨论 可 导出 一 个 有 趣 的 结论 :如 果 Dirac 的 电磁 
对 称 理论 的 设想 成 立 ,自然 界 中 真 的 存在 磁 荷 ( 磁 单 极 ), 则 从 上 式 看 出 应 当 有 关系 


< 一直 .这 个 关系 式 自 然 地 解释 了 为 什么 物理 体系 所 带 的 电荷 是 量子 化 的 而 非 取 
连续 值 , 即 电荷 存在 单元 < 一 元 


6.6 电磁 场 的 量子 化 


前 面 论述 了 一 些 为 下 面 的 讨论 作 基础 的 电磁 场 相关 内 容 . 需要 特别 指出 的 是 ， 
在 本 书 的 范围 内 粒子 体系 的 量子 化 是 在 非 相对 论 框架 下 进行 的 ,但 电磁 场 的 量子 
化 必须 在 相对 论 框 架 下 进行 ,原因 是 光子 以 光速 传播 . 这 就 是 在 前 面 的 预备 知识 讨 
论 中 总 是 离 不 开 相 对 论 的 原因 . 
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6.6.1 准备 工作 


Са) 为 清楚 起 见 , 先 讨论 有 限 空间 的 情形 , 取 V 一 1, 以 后 再 扩展 到 V-~coi 
(b) 由 于 在 这 时 关心 的 是 粒子 速度 远 小 于 光速 c 的 物理 问题 ,所 以 如 前 所 述 
以 选择 库仑 规范 为 宜 ; 
(с) 在 库仑 规范 下 标量 势 由 о 唯一 地 确定 . 考虑 自由 场 S,j 一 0 的 情形 时 , 便 
有 9 一 0, 即 只 需 考 虑 矢量 势 4. 将 矢量 势 A 作 传 里 叶 展开 
Асо = УСА е А Dem] (6.6.1) 
T 


其 中 分 立 的 波 数 上 的 取 值 由 边界 条 件 确定 ,例如 可 取 周 期 性 边界 条 件 .已 知 在 库仑 
规范 下 4 由 如 下 的 方程 决定 


Ол = (2: -9')л=0 (6.6.2) 
将 (6. 6. 1) 式 代入 (6. 6. 2) 式 并 利用 规范 条 件 ,可 得 At(2) 满 足以 下 的 两 个 条 件 
к.А) 一 0 (6.6.3) 
(& +е)да) =0 (6.6.4) 
其 解 是 
AD = Devive™w (6.6.5) 
я 
其 中 
==|®| 及 ё 8-0 《6.6.6) 
为 了 准备 过 渡 到 量子 化 以 及 以 后 计算 的 方便 ,将 Aw 重新 写成 
Aa (D = —1— аб) (6.6.7) 
由 于 现在 ф=0, ИТИН (6. 6. 1) 及 (6. 6. 5) 式 得 
E=% = Уле" Аде) (6.6.8) 
а T 
В= УХА = У) бк хА„е** – X Аде *") (6.6.9) 
T 


将 (6. 6. 8) 4466. 6.9) 式 代入 电 磁场 的 哈密 顿 量 表示 式 中 
ны= 1 [евә 


= 1 [еу Убалы —шаде*) 
名 名 


+ бееде 
+ ЧЕ X Ane" 


Аре) 


—жхАде*) 
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+ GK Аре Ш X А е-*'*)] 6.6.10) 
利用 以 下 的 关系 
hres = ue (6.6.11) 
(6. 6. 10) 式 可 写成 
на У) ојл Аа Ай Ал +2odAn + Ай + (kX An) 
名 
ТАХА) (Ех Ад) + (Ех А) +2(& Х Аш) + ХАД] 
= А-А = УЫ 二 УУТ 
= Dudrairan = ушаа (6. 6. 12) 
© T 
其 中 利用 (6. 6. 7) 式 及 以 下 的 等 式 
(ХА) + ХА) = (КЕХА ХЮ :Au 
= [An — (k + An )K] Аа = ВА + Азу 
以 及 类 似 
2 XA) + ХАД) = ZkAn * Air 
В An "А-ы Ад + А”, ЖЕЛИН Н ДАТ С. 6. 12) 式 的 第 一 等 式 后 
的 2А, * Аш 
6.6.2 ”电磁场 的 量子 化 


有 了 以 上 的 准备 后 ,现在 可 以 讨论 电磁 场 的 量子 化 . 量子 化 的 过 程 是 将 相应 的 
哈密 顿 量 转化 成 哈密 顿 量 算 符 , 即 把 (6. 6. 12) 式 中 的 H, 一 艇 ,, 因 而 其 右 方 的 au 
及 a 相应 地 转化 为 算 符 

а ац, ар а 6. 6. 13) 
RERA, ENAA NFHR 


[ân å, 


(6. 6. 14) 


Га âh 

不 过 在 把 (6. 6. 12) 式 转化 为 算 符 时 , 算 符 的 次 序 是 不 能 随意 改变 的 . 但 是 作为 

BR apan anan 是 没有 区 别 的 ,要 把 它们 转化 为 算 符 就 会 出 现 是 取 аца 
дана, ау, ОГО. 根据 量子 化 的 对 等 原则 应 取 作 如 下 的 形式 


A= У) 908,44 +4 аы) 


= У (4+2) 


(6. 6. 15) 
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其 中 
Na = абаы 


对 于 每 一 模式 (kX), 它 的 粒子 数 的 本 征 态 |mw ) 是 


(СМ 


Глы? = 


并 有 
ац | ту) = /пыбшдш | (n— Da) 
ар | mx) = VF Ddwow | (a+ Dua) 


6.7 真空 能 量 


6.7.1 真空 能 量 的 讨论 
таз ЫЕ рне ЛЫ 


A(x) = э) ый, ек" Hanat ™) 


боле 
Уйа Екен АТ 

в-а) 
如 果 用 10) 标 记 没有 电磁 激发 的 真空 态 , 即 


аа, |0) =0 


则 有 
Ëa |0 = [Кел > Far 10) = 00 +| 0) 


(6. 6. 16) 


(6.6.17) 


(6. 6. 18) 


(6.7.1) 


(6. 7. 2) 


(6. 7. 3) 


(6. 7. 4) 


从 上 式 看 出 真空 态 的 能 量 是 发 散 的 ,似乎 给 理论 造成 了 疑难 ,这 是 在 经 典 物理 中 没 
有 遇 到 过 的 问题 . 不 过 这 种 困难 可 以 通过 能 量 的 零点 移动 来 解决 ,因为 如 果 把 真空 


能 取 为 零 , 则 (6.7. 2) 式 可 写 为 
на =[Ф - Унаам 


(6. 7. 5) 


所 以 这 并 非 实质 的 困难 . 但 这 样 做 是 否 意味 着 真空 能 真 的 没有 任何 物理 意义 呢 ? 
事实 上 并 不 如 此 . 近来 人 们 重新 考虑 了 这 个 问题 并 从 理论 上 探讨 了 有 限 空 间 中 的 
零点 能 效应 ,实验 上 也 验证 了 这 种 效应 的 存在 . 这 就 是 所 谓 的 Casimir 效应 . 
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6.7.2 Casimir 效应 


为 了 阐明 在 有 限 空间 中 显现 出 来 的 真空 能 效应 ,考虑 电容 器 两 平行 平板 间 光 


子 系 的 零点 能 ( 见 图 6. 4) 
Ew = У) Уаш (6.7.6) 
се 


我 们 先 定性 地 讨论 这 个 问题 . 当 板 间距 在 a 增加 时 , 板 间 的 光子 模 
式 数 增加 ,反之 模式 数 减少 , 即 板 间 距 缩小 时 板 间 的 零点 能 会 降低 ， 
相当 于 板 与 板 之 间 有 吸引 力 


—— Ela) 
Кс (6.7. 7) 
在 作用 . M. Spaarnay 从 实验 上 证 实 了 这 点 . 


图 6.4 


在 作 了 定性 的 描述 后 ,下 面 再 仔细 地 计算 这 一 问题 . 设 A 是 板 的 面积 ,只 要 A 
足够 大 ,a 足够 小 ,近似 地 可 认为 板 是 无 限 的 ,所 以 平行 于 板 的 zx,y 方向 的 波 数 可 
视 为 不 受 限 制 , 即 和, 在 (一 ,co) 间 连续 变化 ,而 在 Z 方向 上 ,由 于 有 y(0) = 


уа) =0 的 边界 条 件 的 要 求 ,所 以 波 函数 应 有 
更 一 sin kZ 
Jeep k. 取 分 立 值 


和 二 要 一 12) 
因此 得 到 不 同 模式 的 光子 的 能 量 为 
并 可 计算 出 板 间 的 零点 能 为 


Ela) = ФЕ 


ЗЕ 
©)? 29 


上 式 中 的 因子 2 来 自 对 两 个 极 化 方向 的 求 和 ,如 定义 
k= ЕТЕ 


对 确定 的 n, 有 
ao = във (=) =е+(®)' 
得 
kdk = ај? ба? 
于 是 可 将 (6. 7. 11) 式 改写 为 


(6. 7. 8) 


(6. 7. 9) 


(6. 7. 10) 


(6.7.11) 


(6. 7. 12) 


(6. 7. 13) 
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ы dp w kdk(2x) w 
Ela) zaje 724 А [®&®р, ры” 


= АУ) 去 | ө? + (wb df) (6.7.14) 


上 式 的 积分 下 限 来 自 当 =k, =0 时 ,wn? =". 以 后 wj? 就 简单 写成 w, 因 为 这 时 


不 同 模式 的 ы? сатиннан ENNEM. 

6. 7. 14) 式 中 的 积分 是 发 散 的 ,这 本 来 是 预料 中 的 结果 ,其 根 由 是 因为 在 ry 
方向 上 考虑 的 模式 是 没有 限制 的 . 不 过 由 于 考虑 物理 效应 是 作用 在 板 上 的 力 , 即 讨 
论 的 是 E(a) 对 а 的 导数 ,后 面 会 看 到 它 是 有 限 的 ,因此 这 一 物理 问题 仍 是 有 意义 
的 . 为 了 使 计算 的 中 间 过 程 有 意义 , 先 加 上 一 个 衰减 因子 e " ,并 在 计算 的 最 后 令 
三 0 再 回 到 原状 ,这 样 (6. 7. 14) 式 就 可 以 积 出 了 


Е‹а)= АЎ; я ЭУ Гре 


У 1, 
-48 H PH -m 
-АФ1(1__ 
ETARE ) (6.7.15) 
上 式 最 后 一 个 等 式 利用 了 等 比 级 数 的 求 和 公式 .再 利用 如 下 的 展开 式 来 改写 
上 式 


ү .. 
=- Хв. (6. 7. 16) 
其 中 B, 是 伯 努 利 数 ,这 样板 上 的 单位 面积 上 的 能 量 可 表示 为 
ma 
PRO 1.0 1 ca 
AEO- nPE ү +в. 4 
1 中 1 
=- blia $+B iB gtn -в да+) 
=зв,-4— L 过 ww 
一 3B, -Er а+в) +В + (6.7.17) 
引入 
а 2с, в. 5 = (6.7.18) 


可 将 (6. 7. 17) 式 写成 
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{Ew = Сас +0 +0 (6.7.19) 
对 a 作 导 数 得 单位 面积 上 受到 的 力 为 

lp = Әү1, -3Q 

АЕ = 如 (AE®)= а +С (6. 7, 20) 


注意 (6. 7. 19) 式 后 面 的 项 一 0(e) 作 导数 后 令 e-~0 时 ,它们 都 为 零 . 现在 把 В, = 
-E КАС 的 表示 ,最 后 得 

lp $ 

АЁ =— здат 
上 式 中 的 负 号 表示 受到 的 是 吸引 力 . 需要 强调 指出 的 是 ,这 一 效应 不 能 简单 地 理解 
为 真空 能 量 的 效应 . 从 一 开始 我 们 就 指出 ,所 讨论 的 是 两 个 金属 板 之 间 的 空间 ,此 
空间 不 是 真空 空间 , 即 不 是 不 存在 金属 板 时 对 应 的 几何 空间 . 因此 , 它 的 物理 效应 
应 该 是 这 一 物理 空间 和 对 应 的 真空 空间 的 零点 能 差 . 其 值 为 (6.7. 21) 式 中 取 a 一 
的 值 ( 即 金属 板 的 效应 不 存在 时 ) , 即 Co. 由 此 可 得 ,物理 上 感知 的 单位 面积 上 的 
力 应 当 是 


+С (6. 7. 21) 


lp = (1F+C) C= 
АЁ = (AF+G) Q =- Za (6.7. 22) 


这 一 理论 结果 为 实验 所 证 实 . 最 后 再 重复 讲 一 下 ,Casimir 不 是 真空 的 零点 能 的 效 
应 , 它 是 物理 空间 中 的 零点 能 的 效应 . 


6.8 原子 物理 中 的 应 用 之 一 


6.8.1 原子 中 的 电子 与 电磁 场 


一 个 原子 中 通常 都 有 多 个 电子 围绕 核 运动 ,因此 它 是 一 个 复杂 的 多 体 问题 ,为 

了 避免 多 体系 统 带 来 的 复杂 性 及 突出 电子 在 不 同 的 能 级 间 路 迁 时 与 电磁 场 或 光子 

的 作用 ,我 们 只 考虑 单 电子 原子 的 简单 情形 ,并 假定 电子 具有 一 个 基态 |A) 且 只 有 

一 个 激发 态 1B). 现在 考虑 电子 初始 时 居于 激发 态 而 且 这 时 没有 光子 ,因此 初 态 

| 站 可 表示 为 

12 =| В) | 0 (6. 8. 1) 

即 它 是 电子 的 态 矢 |B 及 没有 光子 的 态 |0) 的 直 积 ,下 面 要 讨论 的 问题 是 它 向 电子 
基态 及 具有 一 个 光子 的 末 态 | 万 的 跃迁 

1 万 =1A) 1 ша) (6. 8.2) 

1 lxa ?表示 一 个 光子 其 波 矢 为 天, 极 化 为 1 的 态 矢 . 根据 散射 理论 ,对 于 这 种 跃迁 要 

求 我 们 考虑 从 [2 到 电子 处 于 基态 及 所 有 不 同 的 上 和 两 种 ) 的 光子 的 末 态 求 和 .是 


. 158 © 高 等 量子 力学 


什么 原因 使 系统 从 | 让 跃迁 到 | Р? 答案 是 这 种 跃迁 是 电子 与 电磁 场 的 相互 作用 
引起 的 . 
现在 先 分 析 一 下 原子 中 的 电子 及 电磁 场 耦合 系统 的 哈密 顿 量 
A= Ф) ъй 


аа форе 0рі 十 过 4 。 
А+. + (р AHA р + АА (6.8.3) 
把 À IRIRA 
H=H,+V (6. 8. 4a) 
й, = В+ еф (6. 8. 4b) 
A NET „ю+ А> 
= (р АТА, р А-А (6, 8, 40) 


其 中 Н, 包括 电磁 场 的 哈密 顿 量 Н „Жз ТЕНЕ ЧИЙ FP ВО НЕЬ 
子 在 原子 中 形成 能 级 及 相应 的 定 态 1A) 和 | B) ,而立 是 引起 电子 在 定 态 之 间 跃 迁 


的 相互 作用 . 在 量子 力学 中 讨论 库仑 场 中 电子 的 能 级 时 ,V 未 予 考虑 . 
选择 库仑 规范 Y “4 一 0, 可 得 以 下 关系 ; 


р» Ap=— iV (Ар) =— i(V + А)ф—1А, Ур 
=i- Vp =A. ру 
所 以 在 库仑 规范 下 立 可 改写 成 
Ù=- tA- p+ĒA-A (6.8. 5) 
而 | 让 和 |/) 都 是 Н, 的 本 征 态 . 
H, | © = Н | B) | 0) = EP’ | В) | 0) = Е | i) 
В, | P =Й, | A) | ba) = (EP +a) | A) | 1ш) = (EP +n) | /› 


上 面 将 原子 中 的 电子 与 电磁 场 的 耦合 情形 分 析 清楚 后 , 便 可 以 应 用 微 扰 公式 
(5. 1. 12) 给 出 路 迁 几率 幅 
Jim Атр (t,t) = дд — rið (Es — ЕТА 
其 中 
т, =(/\Ў\д 
由 于 现在 的 | 让 与 | 7) 不 是 同一 能 态 ,6s 为 0, 故 只 需 考 虑 上 面 公式 右 方 的 第 二 
项 ,因此 由 | 让 到 所 有 的 末 态 的 总 几率 是 
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EP, = У) | Атр, |? = У) |- 2rið(E;—E:)Tg |? (6.8.6) 
7 7 7 
把 其 中 的 一 个 2x8(Ey 一 E;) 写 成 如 下 的 积分 形式 


+ 
Фаё(Е,—Е = lim Гаете (6.8.7) 
代入 上 式 ,有 
Neg i Р 
Уһ D [iim Гаев EM 20E; Е) | Ta |? 
=5 limT + 2я0(Е, —E)) | T |? (6. 8. 8) 
мүт 
得 到 由 | 让 向 所 有 末 态 的 跃迁 几率 为 
Ур, 
r= -A7 = У)290Е, Е) |Т, l? (6. 8. 9) 
T 


由 于 现在 考虑 的 是 简单 的 二 能 级 问题 ,而 且 要 求 初 态 和 末 态 的 电子 态 矢 分 别 是 
1B)》,14A) 且 末 态 中 只 有 一 个 光子 ,因此 对 末 态 的 求 和 就 是 对 所 有 的 光子 的 波 矢 及 
极 化 求 和 


г= Јек) а? +o — DGrIYID (6810 
因为 dk 到 dkdQ, 由 上 式 得 单位 立体 角 元 内 的 路 迁 几率 为 
$= Грак у)248СЕР to EP | SIVID l 


= |4, У) 28ER + ЕР) | <f IÝ | D lE 
п 


СЭРА 6.8.11) 
其 中 
э = EP ED 
也 可 表示 成 
= [аак | 1VIDE (6.8.12) 
剩 下 要 计算 的 是 上 式 右 方 的 矩阵 元 


ff 1VID= (АТ аы 1V10)1B) 
= Ааа | (-£4.p+EA -A)| B) | 0 


= Аа | (~A + p) I B) 10) 


= Ата | (E) EED ае 


160. 高 等 量子 力学 


жёрареж ч) + p | B) 10) = 
=ч“ [ее + р| ВУ (6. 8. 13) 
在 得 出 最 后 一 个 等 式 时 利用 了 末 态 含 一 个 (k,4) 的 光子 而 初 态 不 含 光子 的 事 
实 , 所 以 只 有 索 的 矩阵 元 才 有 贡献 . 根据 同一 理由 ,由 于 A。A 中 不 含 单个 的 6 或 
ât ,所 以 它 的 矩阵 元 也 必须 为 零 . 将 (6. 8. 13) 式 代 人 (6. 8. 12) 式 ,得 


ЯГ ав чер. z 
4 РУ 1А |е рі В) | 


сајах ПАТ езе p | B) |? 


(6. 8. 14) 


ваб. 
6.8.2 偶 极 近似 


с 
6. 8. 14) 式 中 让 e*…"->1 是 一 个 很 好 的 近似 . 这 种 近似 叫做 偶 极 近似 . 

作 偶 极 近似 后 ,(6. 8, 14) 式 中 要 计算 的 矩阵 元 是 (4B1P1A》, 为 计算 它 将 利用 
以 下 的 关系 


HFF k~~ leVr Å, k e r~1eV X1 hogig ll MAE 


Car] = [2 +o), r] = [区 中 一 (6. 8.15) 


因此 有 
<А | p | B)= Im(A | СА...) | B) 


= Im(A | (Homr — rH men) | B) 

= ЕР — ЕРА | r | B) 

=— Ima <A | r | B) (6. 8. 16) 
代 回 (6. 8. 14) 式 得 


= у) Агыш!» (6.8.17) 


这 个 结果 表明 ,跃迁 几率 幅 的 计算 最 后 归结 为 计算 r 算 符 在 两 个 原子 态 | A》 
和 |B) 之 间 的 矩阵 元 . 为 以 后 讨论 方便 ,现在 将 位 置 算 符 r 一 me 十 mey теё. 
个 新 的 单位 矢量 展开 


ого ого иод «6. 8.18) 
引入 的 新 的 单位 矢 与 原来 的 单位 矢 以 及 新 的 分 量 与 原来 的 分 量 有 以 下 关系 
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os ыш Р 5 g La u 
го =— Lea tiep гоё, e = e, ie) 
Я 2 
4 AEH anis 
н) Psn и т) 


此 外 ,还 要 将 原子 态 1A),|B) 用 完全 的 量子 数 集合 表述 出 来 
| A) = | А,,/А,М,› 
| B) =| B,Js,Ms) 
这 是 因为 电子 在 原子 中 的 定 态 应 由 一 组 算 符 的 完全 集 来 表征 ,例如 |A,,JA,MA》 
表示 态 中 电子 的 角 量子 数 是 J^, 磁 量子 数 是 MA,A, 表征 除 Ja Ma 外 的 其 余 量子 
数 ,所 以 有 
А | r | B) = СА, aM | (VED roa 十 me) | B,Js,Ms) 
(6. 8, 20) 


6.8.3 Wigner-Eckart 定理 及 其 选择 定 则 


对 于 上 述 的 矩阵 元 可 以 应 用 重要 的 Wigner Eckart 定理 来 加 以 讨论 . 这 里 不 
作 这 个 定理 的 证 明 , 只 将 定理 给 出 并 阐述 它 的 意义 及 相关 的 结论 . 该 定理 给 出 如 下 
的 矩阵 元 表示 式 

СА „Ја МА | r” | BisJarMs) = Сиа СА: |r] Bi) (6.821) 

左边 的 rm 指 ro r” r ЧАЧЕ Сори, 是 第 二 章 中 已 讨论 过 的 C-G 
系数 . (6. 8. 2) 式 可 以 这 样 来 理解 ,其 中 rw 相当 于 一 个 角 动 量 为 1 的 分 量 , 它 和 
CJavMs 7 耦合 构 成 总 角 动 量 及 其 分 量 (JA,MA). 同时 ,还 可 以 看 出 在 (6. 8. 19) 式 中 
引入 新 的 单位 矢量 及 相应 的 位 置 算 符 新 分 量 的 原因 ,因为 这 正 是 Wigner-Eckart 
定理 需要 的 角 动 量 合成 的 形式 . 

现在 讨论 一 下 这 个 定理 的 意义 : 

Са) 首先 ,这 个 定理 告诉 我 们 对 于 不 同 的 (Ja МА) Ja MORREM r”, 
不 需要 分 别 去 计算 ,因为 按 (6. 8. 21) 式 有 

ATM 159 | Bi „Ja Mo)/ Ai JA MA |, | Bi Ji Mo) = Сш /GS 
只 要 算出 其 中 的 一 个 矩阵 元 ,其 他 的 矩阵 元 均 可 得 出 ,两 者 仅 相差 两 个 C-G 系数 
的 比值 . 

(b) 根据 (6. 8. 21) 式 及 CG 系数 的 性 质 可 以 得 出 其 矩阵 元 是 天 为 零 的 结论 ， 
也 即 判断 两 态 之 间 是 否 可 以 跃迁 的 所 谓 * 选 择 定 则 ” (6. 8. 21) 式 的 左 方 是 否 为 零 
取决 于 右 方 的 CG 系数 是 否 为 零 ,而 (6. 8. 21) 式 中 的 C-G 系数 不 为 零 必须 满足 以 
下 条 件 
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了 一 太一 0, 士 1 
М-М, 一 一 
只 要 回忆 一 下 讨论 角 动 量 耦合 时 的 内 容 并 将 其 应 用 到 我 们 这 里 的 角 动 量 Ja 和 角 
动量 了 一 !1 合成 的 情形 ,就 会 立即 得 到 (6. 8. 22) 式 的 结果 . 
其 次 ,再 看 一 下 系统 在 态 间 跃 迁 时 宇 称 的 变化 . 记 立 为 宇 称 算 符 , 即 空间 的 反 
射 算 符 , 它 和 r 算 符 是 反对 易 的 


(6. 8, 22) 


tir) =0 (6. 8, 23) 
这 是 因为 对 任意 的 波 函 KOA 
Hy) =— пр r) =— Орт) 
即 
(у + туг) = 0 
由 于 上 式 对 任意 波 函 数 都 成 立 ,可 见 (6. 8, 23) 式 成 立 . 
根据 (6. 8. 23) 式 ,对 电子 的 任意 两 个 态 ,1A) 及 |B) 应 有 
o= (А | (й, | B) = <A | (е +) | В) 
= (ma яв) КА | r | В) 
其 中 x ,xs 分 别 是 状态 1A) 及 | B) 的 宇 称 值 , 即 宇 称 算 符 的 本 征 值 . 
由 上 式 可 知 ,如 要 (Alr|B) 不 为 零 ,必须 有 xx 一 一 ra. 把 以 上 两 点 综合 起 来 便 
得 到 两 个 电子 定 态 之 间 转 移 的 选择 定 则 是 
AJ = 0, 土 1 & НЕ 
不 过 要 提醒 一 点 ,此 处 得 到 的 选择 定 则 是 建立 在 偶 极 近似 的 基础 上 的 . 如 果 不 取 
е” л=1 的 近似 , 则 矩阵 元 为 零 的 跃迁 严格 地 讲 仍 不 是 完全 禁 戒 的 ,只 是 牙 迁 几率 很 
小 而 已 
6.8.4 ”跃迁 几率 的 进一步 计算 
利用 Wigner-Eckart 定理 讨论 了 选择 定 则 以 后 ,现在 对 聊 迁 几率 作 进 一 步 的 
计算 . 作为 准备 先 讨论 一 下 光子 的 两 个 极 化 矢量 与 光子 的 动量 方向 矢量 之 间 的 一 
个 关系 ,我 们 知道 is зё, 及 动量 方向 的 单位 矢量 站 是 三 个 互 为 正 交 的 单位 矢量 , 即 
(д + (б) = E) + „у = .d=1 
以 及 
е) e En) = ED = е) ,=0 (6. 8. 24) 
现在 把 它们 合 起 来 写成 一 个 矩阵 的 形式 
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(En Ea 0 
а (3л Eo 
Da Da Ф 
其 中 下 标 十 1, 一 1,0 表示 每 个 单位 矢量 在 (6. 8. 19) 式 中 定义 的 基 矢 量 8 ,ec ， 
6 中 上 投影 的 分 量 . 根据 (6. 8. 24) 式 知 这 个 矩阵 的 三 个 行 有 正 交 归 一 关系 ,从 矩阵 
的 性 质 可 知 如 它 的 行 有 正 交 归 一 关系 , 则 它 的 三 个 列 间 必 然 也 有 正 交 归 一 关系 , 即 

У Чо] ы Ё = ду Gij = 土 1,0) (6. 8, 25) 
Я 8.17) 

ЯГ Жау А! lB 


=й, УСАА | B) (ёр), бы), (А | r; | В)" 


ICA | ri | В)‹8,—ЁЁ;) GA | r; | BD 


© 
=ч дсм". м) 0м. әм" 7 (6. 8. 26) 


其 中 
一 人 Al1rlB) 
现在 利用 (6. 8. 21) 式 的 Wigner-Eckart 定理 来 讨论 上 式 的 两 项 ， 
(a) M* + M=((AIr|B))* + (А|г|В›) 
TrA sarMa lr Bis Tr Ma))* » СААМА] 


ә» 18, 
= 2, Су, (A lrlB)* Сш (Ai [r] В,) 


a 
= B (apa) 14:191801 (6. 8.27) 
(b) M Ё =(Alrn ВУ)" СА ВУР)" 
+СА1љ1ВУ 9)" 


(адо сано) (~y чп) 


мөм, 


HOR A иво) (5 sin ge”) 


Ma- uM 


十 (CS (AilrlBi?)cosg (6. 8. 28) 
在 上 式 的 推导 中 利用 了 以 下 关系 
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А И ул КОРУ 
Gw) = 一 二 (7 =— (зіп 0 cos gp 一 isin0 sin g) 
2 л r r 
=- 4 singet 
penye lei iiy 1... 4 joye Ё 
KD) 一 天 (大 一 这) = 2 sin e (&®)у* = k, = cos 0 
№ л 


由 (6. 8, 28) 式 可 导出 
см. Боом" -D= [} sino (Саа) + sinto (сол) 


мм, муим, 
+оо (Сіна) | cAi Ir 1BD |: 
(6. 8, 29) 
注意 ,上 式 右 方 的 三 项 只 是 对 应 于 三 个 对 角 项 ,而 左 方 相 乘 时 还 有 六 个 对 应 于 
HEj 的 交叉 项 . 不 过 这 些 项 中 所 含 的 因 于 Сү, у + Сш, 一 0, 因 为 两 个 CG 
中 必 有 一 个 不 满足 Ms 十 j 二 MA ,因此 这 些 交叉 项 为 零 .将 (6. 8. 27) 及 (6. 8. 29) 式 
代入 (6. 8. 26) 式 ,最 后 得 


d аа | (A 1r1B) {> (сув )'(1—+ нгө) 


мын, 
= (снн) (1—3 энө)] (6.8, 30) 

现在 再 作 进一步 讨论 : 

Са) (6. 8. 29) 式 中 的 矩阵 元 (A, | -| В, ? 随 不 同 的 系统 而 变 , 所 以 在 一 般 讨论 中 
是 无 法 计算 的 ; 

(b) 实验 上 感 兴趣 的 情况 是 不 去 区 分 |A》 态 中 电子 自 旋 的 取向 而 对 它 的 2], 
十 1 个 取向 求 和 . 对 于 |B) 态 ,在 制备 时 已 选 定 它们 的 取向 出 现 的 几率 pCMs). 因 
此 ,实验 上 感 兴趣 的 路 迁 几率 是 


in 
ЯГ а | (A |r| B e gpw) 


„У (сл (1-3 о) (са) 6.8.30) 
此 外 ,为 了 进一步 简化 (6. 8. 31) 式 还 可 利用 C- С 系数 的 如 下 性 质 


л, ү? 2Jat+l 
DC) = 2+1 
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Js +D’ -Mi 


Ut FD ^^ 1=+1 
һа у? м _ 
(ава) ==], TD Ja=Js 
-M 5 
7» 7» +1› 1, = 1—1 
将 它们 代入 (6. 8. 31) 式 ,得 
ЯР лы |А Irl Bi |? 
2,2/д+1_1 _ _3‹Мь) 21387-5 
ДЕ 2Js 十 1 SAna (1 О» +D)( 2 sino) ] 
(6. 8, 32) 
其 中 
1 н 
Jari Ја = 35+! 
Ара, = 1 A=Js (6. 8. 33) 
ПЕРА 
asTI 12 18-1 
(Mi) = X5p (MMi 
му 
这 里 
PPM =1 (6. 8.34) 
т 


在 (6. 8. 32) 式 中 剩 下 要 做 的 是 根据 具体 的 系统 性 质 去 计算 矩阵 元 (Ai |7|B,). 
6.9 ”原子 物理 中 的 应 用 之 二 一 一 谱 线 形状 


6.9.1 谱 线 形状 分 析 


在 上 一 节 里 讨论 的 模型 是 一 个 过 于 简化 的 模型 ,原子 中 只 有 一 个 电子 , 它 只 有 
两 个 能 态 : 一 个 激发 态 和 一 个 基态 . 在 那里 我 们 讨论 了 从 激发 态 向 基态 且 只 具有 一 
个 光子 态 的 跃迁 问题 . 在 讨论 中 还 隐 含 着 假定 激发 态 是 一 个 能 量 全 确定 的 定 态 . 但 
是 电子 的 激发 态 既 然 要 向 低能 态 跃迁 ,可 见 它 就 会 有 一 定 的 寿命 ,根据 At 及 ЛЕ 
间 的 测 不 准 关系 来 看 它 就 不 会 是 一 个 只 有 完全 确定 能 量 的 能 态 , 因 此 从 该 激发 态 
向 低能 态 跃迁 时 放射 出 的 光子 的 能 量 就 会 有 一 定 分 布 , 即 相应 的 光谱 线 会 有 一 定 
宽度 或 即 谱 线 有 一 定 的 形状 . 为 此 我 们 需要 把 上 面 的 讨论 扩展 得 广泛 一 些 ,并 去 掉 
一 些 较 强 的 限制 后 再 来 看 看 会 得 到 些 什么 样 的 新 结果 . 
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如 前 将 原子 中 的 电子 及 辐射 场 耦合 系统 的 哈密 顿 量 万 分 为 两 部 分 


HH=H+V (6.9.1) 
其 中 
В, = H+ Н. (6.9.2) 
六 一 2 十 av 
Ўў——ДА+Р+ А.А (6.9. 3) 


但 现在 我 们 不 再 假定 电子 的 初始 状态 一 定 是 某 一 激发 态 1B) 并 且 没有 光 
子 , 即 
| фа = 0)) =| В,0) =| В) | 0) (6. 9. 4) 
且 有 
Н, | B,0) = EY | B,0) (6.9. 5) 
也 不 再 假定 除 此 之 外 只 有 一 个 基态 及 一 个 光子 的 态 , 而 是 扩展 为 考虑 电子 具 
有 一 组 普遍 的 原子 一 光子 态 |n) ,它们 满足 


Fh | n) = E® | n) (6. 9, 6) 
并 有 完备 性 关系 
Га |=1 (6. 9.7) 
因此 :一 0 时 的 任何 初始 状态 总 可 以 用 完备 集 { | ЖЭР 
| уе = 0) = У)С,00) | n) (6. 9. 8) 
其 中 
С,00) = (п | фб = 0)) (6. 9. 9) 


WR ў=о,Е—в{Ж|! |р) 
Гру ей | уб = 0)) = })С,(0)е-%' | п) 


= DC 00е" | n) (6.9. 10) 


如 果 ÚAO, ИШНИ ЕЕ СОЗА А. e7 |00209), MARRAS. 9. 10) 
式 所 表示 的 形式 ,不 过 在 立 是 扰动 的 情况 下 总 可 用 {|n)} 来 展开 


1WD) = УС. (е | п) 6.9.11) 
只 是 这 时 的 系数 C,() 不 再 是 C.(0) ,而 是 随 t 改 变 且 可 由 以 下 的 微分 方程 决定 
с.о = У) еа |У | mc) (6. 9. 12) 


证 明 如 下 : 
исэл де Ег 
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i 10) = Å | оо) = Fo +0) | gD) 
将 (6.9. 11) 式 代 人 上 式 得 
i | WD) =i DC De | m 


=) GO | m ЈС WE em | m) 
= (h + DC е" | ту 
л 


= PELC D | т) + УС. DEV | т) 
左右 两 方 消去 相同 的 项 后 得 ` 
іу (асо) Im = DODN | m) 
将 上 式 左右 两 端 左 乘 以 (| ,利用 正 交 归 一 关系 


(n | т) = Om 
便 可 得 到 (6. 9. 12) 式 . 


6.9.2 近似 解法 


6. 9. 12) 式 虽然 是 严格 的 ,但 是 不 同 {C,(z))} 的 无 穷 多 个 方程 的 耦合 方程 组 是 
无 法 严格 求解 的 . 不 过 针对 本 节 一 开始 谈 到 的 由 (6. 9. 5) 式 表示 的 那 种 特定 的 初始 


状态 ,C,(0) =6.4 ,同时 又 考虑 到 VV 是 扰动 的 情形 ,因此 可 将 (6. 9. 12) 式 的 严格 的 
耦合 方程 近似 地 写成 


{Ас = en |Ù | BOC 


йс = (В,0 | Ӯ | В,0)Сь(0 + У) е8 СВ,0 | Ù | nC 0) 


(6. 9. 13) 
上 面 的 第 二 式 是 严格 的 . 第 一 式 的 近似 在 于 虽然 随 着 上 RR, 1а) 318,0) 
其 他 态 占据 几率 不 再 为 零 , 但 毕竟 是 小 量 , 所 以 只 取 初 始 时 的 1 了 ,0) 态 而 略 去 其 他 
态 的 贡献. 
引入 如 下 的 定义 
Св) == Све” ‹6. 9. 14) 
其 中 


A= (B,01V|B,0) (6. 9. 15) 
并 且 定 义 


+168. 高 等 量子 力学 


Е, = Е? +A (6. 9. 16) 
可 将 (6. 9. 13) 式 简化 为 
ido, = er 六 | В.о) 
А (6.9.17) 
190, = Уот В, | V | 0С, 
为 了 解 上 述 的 方程 组 ,假定 Ce(z) 取 随 : 呈 指数 训 减 的 形式 
би) =e”, Rey>0 (6.9, 18) 
上 述 形式 保证 Ca (0) =1. 这 种 假定 的 正确 性 将 通过 最 后 得 出 的 解 来 加 以 证 实 . 
因此 (6. 9. 17) 式 的 第 一 式 成 为 
ido, = -Ewn ӯ | B,0) (6.9.19) 
积分 后 有 
CDi de Eo cn | Ù | B,0) 


(nlV|B,0) (6. 9. 20) 
E” — Es +iy 
其 中 用 到 了 C,(t 一 0) 一 0 的 初始 条 件 . 再 将 (6. 9. 18) 式 代入 (6. 9. 17) 式 的 第 二 式 
的 左 方 ,(6. 9. 20) 式 代 人 (6. 9. 17) 式 的 第 二 式 的 右 方 , 得 
эы %? vy 2€ ы 

iye = У 1191,0) | Ез == (6.9. 21) 
因为 |m) 中 所 含 的 不 同 光子 能 谱 是 连续 改变 的 ,所 以 不 同 的 |n) 的 Е 是 连续 改变 
的 ,如 记 ACEP) = | nl1V|B,0)|*, 则 在 (6. 9. 21) 式 中 对 的 求 和 实质 上 是 对 
ЧЕ? 的 积分 . 例如 ,(6. 9. 21) 式 右 方 的 第 一 项 是 

EE Ea 
E” — Ës +iy 
由 于 上 面 的 积分 中 有 e 号“ 的 指数 因子 ， 

L peee 为 此 类 似 于 前 面 的 做 法 在 实数 轴 上 加 上 下 
大 半圆 构成 积分 回路 . 不 过 要 注意 的 是 , 虽 
然 由 于 有 *e 二“ 的 指数 因子 ,在 下 大 半圆 
上 大 部 分 地 方 e- 吾 " -~*0, 但 是 这 里 和 左右 
都 趋 于 无 穷 的 情形 还 是 不 一 样 . 这 里 的 左 
ЖИЕ Es 而 不 是 在 一 处 ,所 以 下 大 半圆 在 
Е, 附近 仍 有 一 定 的 贡献 . 因此 这 里 还 需 作 
一 个 忽略 掉 这 个 小 的 贡献 的 近似 ,然后 才能 利用 留 数 定理 得 到 


К ЧЕ? (Е?) (6.9. 22) 


"Eri 


图 6.5 
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= EO РСЕ yE? -Epu 1 PERA PI ai 
J; eres е6, PAE 2rif(Es ~ iy)” 
(6. 9. 23) 
HF y ЮЕ Es 来 小 很 多 ,可 以 作 近 似 f Eain E REREH 
写作 


= JEO у СЕ? es -Eo 1 
Га / Е Еб — Ё, + iy 
全- 2xiem |5 аЕе (Е — Ëp) Е) (6. 9. 24) 
3 
代 回 (6. 9. 21) 式 得 
—iye” =— e" У) | (nlV|B,0) 2а? 60+ Er] 
С w — Ës 
(6. 9. 25) 
在 前 面 已 知 有 如 下 的 关系 
1 1 ' 
ые = Pind(E, E”) 
-By -Be "~ 
1 1 
一 一 下 +ind(Es — E”) 
EEst Em-B ” 
两 式 相 减 可 得 
1 +2xid(Es — E” )= 
Е? -Estiy ЕР —Ё, 
-eu ae 
= 的 Е; +ind(Es — EP) 
(6. 9. 26) 


于 是 (6. 9. 25) 式 可 改写 成 


一 y=- 卫 1ol71Bo (Pen 


+ind(Es— е”) 


ЕРЕ, 
(6. 9, 27) 
WERA, y 的 实 部 与 虚 部 可 分 别 表示 为 
Rey= DEs—E,) | (л | Ên | B,0) |? =-1гь 
这 里 引入 了 记号 Fi。 “ 
1 (6. 9. 28) 


Imy= У) |n| Ý 1В,0) “РЕ 

g 一 已 
以 上 的 推导 证 明了 在 所 作 的 近似 下 ,Cs(z) 一 e -形式 的 解 的 假定 得 到 了 验证 , 因 
为 最 终 我 们 得 到 了 自治 的 解 , 即 求 出 了 7. 不 过 ,结果 也 告诉 我 们 у 是 一 个 复数 而 
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不 是 实数 . 再 代 回 (6. 9. 14),(6. 9. 15) 及 (6. 9. 16) 式 ,得 
Ca(D= expl- г — Ке y — ъи] 
一 exp[ 一 KB,01 立 | В,0. + $ret] 069,20) 
把 (6. 9. 29) 式 代 回 (6. 9. 11) 式 ,得 
| фо) = е Hate ne | B,0) 十 …… (6. 9. 30) 
上 面 的 公式 需要 稍 加 解释 . 因为 不 去 讨论 展开 式 中 的 |n) 取 1B,0) 的 态 ,而 只 
关心 随 着 + 的 发 展 系统 仍 停留 在 1B,0) 的 情形 ,所 以 在 上 式 的 右 方 未 写 出 和 那些 态 


矢 有 关 表 示 . 将 (6. 9. 30) 式 与 V=0 时 的 
0) = Ee | B,0) + 

相 比 较 会 得 到 一 些 有 意义 的 结论 . 

Са) E VAO 时 ,原来 e 中 "的 因子 代 之 以 e- "加 rom ,这 就 说 明 在 有 Н, 时 
能 级 1B) 的 能 量 有 了 变动 AEn 

AEs =A+Imy = (B,0|1V|B,0)+Imy ‹6. 9. 31) 

与 微 扰 论 的 能 量 修正 相 比 可 知 ,6B,01V1B,0) = ДЕ? 是 能 量 的 一 级 修正 ,所 以 
Imy==AE。 "是 能 量 的 二 级 修正 . 

Cb) 不 仅 如 此 ,(6. 9. 30) 式 中 的 e -tmw 因子 表示 1B,0) 的 几率 振幅 的 指数 型 训 
减 , 赴 就 是 一 般 情形 下 定义 的 寿命 

最 后 再 讨论 一 下 谱 线 的 形状 问题. 为 具体 及 简化 起 见 , 仍 近似 讨论 向 态 |A,k) 
三 |A) |1w) 跃 迁 的 情形 ,由 (6. 9.20) 式 及 |n) = |A) |1, УЕ, Ел Hon 及 上 面 有 关 
у 的 分 析 , 这 时 的 Ca C) BN Caw 为 

1— еа? альн, е 

EX + — Ер — AEs +i Гв 
当时 间 足 够 长 后 гы®1, ЕИО НЕ 1 来 可 以 略 去 ,同时 记 


Сы = ‹А,К|Ў | B,0) 


am = Ep + АЕв — Ер (6. 9. 32) 
在 上 足够 长 时 ,有 
| Caa) |? x KAk LV LBO) |? «6.9, 33) 


(wm 一 ou) 十 二 ma 
现在 可 以 根据 (6. 9. 33) 式 来 讨论 谱 线 的 形状 了 . 出 现 所 谓 的 谱 线形 状 的 物理 


根源 就 是 从 1B) 到 |A) 跃 迁 过 程 中 发 出 的 光子 不 是 单一 频率 的 . 如 不 问 光子 的 传播 
方向 ,只 问 它 随 频率 的 分 布 , 则 谱 线 的 频率 分 布 按 (6. 9. 33) 式 写 出 为 
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ай V 2 
Рф» = day Јао Уво (6.9.34) 


(wm 一 oo 十 二 my 
因为 我 们 关心 的 是 谱 线 的 大 致 分 布 情形 ,而 不 拘泥 于 精确 性 ,所 以 可 把 缓慢 变 
化 的 分 母 提出 积分 号 , 剩 下 对 分 子 部 分 的 求 和 与 对 角度 的 积分 与 (6. 9. 27) 式 作 比 
较 . 这 时 将 (6. 9. 27) 式 中 的 |n) 取 为 |A,kX) 且 将 求 ар. 
和 转变 成 jdwndQ. 由 于 右 方 的 3 函数 ,对 w 的 积分 可 
积 出 ,再 忽略 掉 Ew ”与 Es 间 的 差别 ,可 得 
Pin 三 全 一 一 全 一 一 
бан — әш)? + Га? 
(6. 9. 35) 
由 上 式 看 出 ,这 种 谱 线形 状 是 洛 仑 效 型 的 分 布 ( 见 图 6.6 
图 6. 6), 其 谱 线 宽度 да Гь. 


6.10 用 费 曼 图 讨论 谱 线 


前 面 讨论 了 激发 态 1B) 跃 迁 到 基态 |A) 发 射出 光子 的 效率 问题 ,用 的 是 
Wigner 和 Weisskopf 提出 的 演化 办 法 ,其 物理 图 像 很 清楚 ,但 不 足 之 处 是 这 不 是 
一 种 系统 的 方法 ,处 理 的 手法 与 具体 问题 的 特定 条 件 有 密切 的 关联 . 其 次 是 取 近 似 
的 依据 也 有 些 不 自治 的 地 方 . 例如 ,近似 的 耦合 方程 组 (6. 9. 13) 是 建立 在 演化 时 间 
不 长 ,系统 主要 还 居于 |B) 态 上 , 即 跃 迁 到 |A) 态 的 几率 不 大 的 基础 上 ,时 间 过 长 后 
显然 将 不 再 满足 这 样 的 近似 条 件 , 而 在 后 面 取 Гы: >1 与 这 种 近似 假定 相抵 触 . 处 
理 这 类 问题 ,可 能 用 系统 的 费 曼 图 及 相应 的 费 曼 规则 方法 来 讨论 可 能 更 好 些 . 


6.10.1 ЖЮ 


作为 准备 , 先 讨论 与 这 一 问题 有 关联 的 光子 与 原子 的 散射 问题 一 一 康 普 顿 
散射 . 
电磁 场 与 原子 的 耦合 系统 的 哈密 顿 量 仍 如 (6. 9. 1), (6. 9. 2) 及 (6. 9. 3) 式 所 
示 , 考 虑 光子 与 原子 的 散射 , 即 假定 耦合 系统 的 初 态 是 

1Ф) =] A) | kê) (6. 10. 1) 
ЖТА РАНКЕ, 1, дт 5 k BEREN & 的 光子 态 矢 ， 
这 一 状态 在 相互 作用 起 作用 之 前 是 Н, 的 本 征 态 , 即 Е, =Е? 十 ww. 相互 作用 以 后 ， 
散射 未 态 是 |@r) 一 1B)1krvar》,Er 一 ERB 十 wy. 根据 前 面 讨论 过 的 内 容 知 ,从 | 四》 
到 | 到 的 跃迁 几率 幅 应 是 
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im es (krsêy | (B | UG,0) | A) | ke es 


= 8 — 2xið( E; — Е)ЕСЕ,) (6. 10. 2) 
其 中 的 ЕСЕДЕН BIERES V= ÉA + p HEA .和 中 的 第 一 项 
对 一 级 微 护 无 贡献 ,只 有 第 二 项 才 有 ,这 是 因为 初 末 态 都 仿 一 个 光子 ,而 A ФАА 
有 一 个 光子 的 潭 灭 和 产生 算 符 ,只 有 А + А 在 这 样 的 初 末 态 中 的 矩阵 元 才 不 为 夫 . 
于 是 ,有 
РО (Е)= (Ф, | Ý | 0) 


жк, 
= (kps | (B| $ 55 аа, йы, +44) 


ГА) | koē) 
= ше mge A = 0) ag 
(6. 10, 3) 
注意 上 式 的 第 一 等 式 中 已 考虑 到 д4 ата" рес 5. 
7 上 面 的 近似 等 式 的 得 来 是 如 前 取 了 长 波 近似 ， 
в ep raz] 的 结果 
可 以 引入 费 曼 图 来 形象 地 描述 以 上 的 一 级 微 扰 的 康 
普 顿 散射 ,其 规则 是 
4 (a) 光子 以 ~ 表示 ; 
和 (b) 原子 中 的 电子 线 以 表示 ; 
图 67 Со) (@y|IV|@) 表 示 为 > 之 ( 见 图 6.7). 
按 前 面 的 讨论 ,二 级 微 扰 为 
a; atlara lia 
FO (Е) У Е-Е (6. 10. 4) 


RANÝ РА р ЯГ. А 。A 也 会 有 贡献 

由 于 |@) ,1By) 中 都 含 一 个 光子 ,所 以 (6. 10. 4) 式 的 两 个 矩阵 中 的 立 要 么 都 
取 第 一 项 ,要 么 都 取 第 二 项 ,而 一 个 取 第 一 项 另 一 个 取 第 二 项 的 交叉 不 会 有 贡献 . 
不 过 ,两 个 立 都 取 第 二 项 的 贡献 一 e: ,所 以 如 果 我 们 只 考虑 微 扰 到 e 项 ,就 只 需要 


讨论 两 个 矩阵 元 中 的 立 都 取 A。P 的 项 . 这 种 贡献 也 有 两 类 不 同 的 中 间 过 程 ,它们 
分 别 是 
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сеу 1 (В| ейте epl DU | ee - p| Ау 
х (ж) 


т Vi P а — EP Fie 
(6. 10, 5) 
及 
(#) 1 {B| erë “pl Dll ew “plA) 
тот) Гоуда АЕ — wy tie 
(6. 10. 6) 


Р 1 {B| IDU |ê. p| A) 
У (a) Taa Dha EP Fe (6. 10.7) 


з РВ fx 
(ж) жи хва вра -pla 入 агр LA (лов 
现在 对 上 面 给 出 的 结果 作 一 些 说 明 : 
Са) 第 一 种 贡献 的 物理 过 程 是 第 一 个 V 的 作用 漂 灭 掉 (k,,é,) 的 光子 ,使 中 间 
态 成 为 不 含 光 子 的 纯 电子 态 17) ,然后 第 二 个 VV 产生 (kj + 8/) 的 光子 .第 二 种 贡献 
的 物理 过 程 是 第 一 个 立 再 产生 一 个 (krvay ) 的 光子 ,使 中 间 态 成 为 含 电 子 态 17) 及 


两 个 光子 的 态 ,然后 第 二 个 VV 潭 没 掉 一 个 (k,,6,) 的 光子 

CO) 由 于 第 一 种 贡献 和 第 二 种 贡献 的 过 程 不 同 ,所 以 中 间 态 的 能 量 分 别 为 
EP WEP 十 ww 十 wy ,它们 的 分 母 分 别 是 (EX 十 mw) 一 EP 十 WER +a) — СЕЈ? 
+ ор) іе Е? —EP —w,+ie. 

Се) 根据 以 上 的 分 析 可 以 画 出 它们 相应 的 费 曼 图 ,如 图 6. 8 所 示 . 


а (7 
л 
k 
в 1 
а, 7 а ` 


图 6.8 


Cd) 有 了 费 曼 图 的 帮助 ,即使 不 作 具体 的 计算 都 可 以 用 物理 的 考虑 画 出 高 一 
级 贡献 对 应 的 费 曼 图 来 . 例如 ,在 图 6. 9 中 按 费 曼 图 规则 可 以 画 出 一 e 的 图 形 来 . 
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> 


图 6.9 


将 到 为 止 的 对 FCE,) 有 贡献 的 (6. 10. 3),(6. 10. 7),(6. 10, 8) 式 加 起 来 ,得 


FR AN 
„› =— li}; (ВІА) 
FE) =— Jal В| 
раё ера 1 є риё) + pn 
к Баа +5) бсрс) 
(6. 10. 9) 
其 中 
ри = <В|р|), pa =<] pl A) (6. 10. 10) 
ЖТ FCE,), 按 前 面 的 讨论 ,微分 散射 截面 即 可 表示 为 
а= Í | ЕСЕ, |?2лд‹Е,—Е) ЖМ, К tr (6. 10. Па) 
以 及 
фп е analy + йр рагы.) 
(6. 10. 11b) 


上 式 的 结果 是 将 (6. 10. 9) 式 代入 (6. 10. 11a) 式 ,再 仿照 (6. 7. 13) 式 将 kdk 化 为 
wdw 得 来 的 . 


6.10.2 共振 散射 


现在 考虑 一 个 重要 的 特殊 情形 一 一 共振 散射 , 即 人 射 光子 的 频率 与 |A), |B) 
两 态 的 能 量 差 几 乎 相等 , 即 wxEs 一 En. 这 种 情况 和 经 典 力学 中 讨论 的 受 迫 振动 
频率 和 固有 振动 频率 相近 时 的 共振 现象 相似 . 

首先 可 从 (6. 10.7) 式 看 出 在 近 共 振 时 ,其 中 的 中 间 态 1 Т) = |B) 10) 的 那 一 项 
的 分 母 
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Po ЕРТЕ” ЕЗ ы ЕРТЕ 
变 得 特别 大 ,而 其 他 的 中 间 态 1 7 的 贡献 均 可 略 去 . 不 仅 如 4 
此 , 连 (6. 10.8) 式 的 贡献 也 可 咯 去 . 因此 ,在 近 共振 时 只 需 考 
庶 如 图 6. 10 所 示 的 一 个 费 曼 图 


如 


Ao p 和 TE 来 看 ,中 间 态 | B)10) 的 传播 会 趋 于 
Жы ЕР). 
这 和 经 典 力学 中 如 不 考虑 耗 散 机 制 则 共振 时 会 发 散 的 4 һа 


情形 相似 . 那么 ,在 现在 的 情形 下 又 怎样 才能 使 中 间 态 
1B?10? 的 传播 子 不 会 发 散 呢 ? (6.10. VRHE FE) R 图 6.10 

计算 到 ,而 实际 上 从 前 面 的 计 论 知道 还 有 许多 高 阶 的 微 扰 贡献 , 在 非 共振 的 情形 
下 ,它们 的 贡献 是 可 以 忽略 的 ,但 在 共振 情形 下 传播 子 要 发 散 时 ,高 阶 的 修正 项 就 
不 能 丢弃 不 管 了 ,因为 只 有 考虑 了 它们 后 发 散 才 能 消除 . 这 就 是 量子 力学 情形 下 的 


а 耗 散 机 制 . 不 过 ,在 考虑 高 阶 修正 时 也 只 需 讨 论 对 中 间 态 1B〉 |0) 
的 传播 子 的 高 阶 修正 . 图 6. 11 PA C 符号 表示 所 有 高 阶 修正 图 
в ”的 总 和 . 
如 把 没有 考虑 高 阶 修正 的 1B) 10) 的 裸 传播 子 写作 
2 i р» Ё 1 
018149618010 = реа 
4 《6. 10. 12) 
图 6.11 。 则 完整 的 传播 子 为 
—i0|B| kw) | B) | 0) 
1 
w Ep +ie 
1 
эры!!! ээр BT 
1 | 1 
+2 вт EO | DIV Ессе 5 


(6. 10. 13) 
SERAN TAAN ANER 


Са) 第 二 项 的 两 端的 一 Fx 于 一 ZEF 去 就 是 两 端的 裸 传播 子 . 中 间 的 《01 BIVIB)| 
0) 不 为 零 的 是 立 的 第 二 项 й={ А + А 的 矩阵 元 . 
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7 > + „ДА. 
лаві (0 |0: |B |0 = B10 | aa? {в lO z 


2 р (6. 10, 14) 
在 上 式 的 推导 中 重复 地 将 4 的 表示 式 代入 . A。 4 中 含 的 四 类 
项 аду аја, aja) BERTHER HE, T ад} 两 重 求 和 也 因 只 
р 有 p=p 的 情形 有 贡献 ,其 余 的 c 夫 p' 的 贡献 也 都 为 零 . (6. 10. 14) 式 

的 这 种 贡献 不 为 零 的 费 曼 图 如 图 6. 12 所 示 . 
(b) 考虑 (6. 10. 13) 式 的 第 三 项 中 的 矩阵 元 , 它 要 不 为 零 一 定 

图 6.12 。 是 其 中 的 两 个 立 都 取 立 的 情形 , 即 
0 IB |Ý — v IB 10) 


w— Н+ 


= oiei (- а P) I (~ ŻA + р) B 10 


= й, +іе 
= 25 (01 (B | (A © р —1— 10144) 
Еау Ан 


UI kA, (A+ p) |B) 10) 
P 
= 25у Гакова. 


1 
ОРТАА, ерт — Fia САКАА, | (А, РВУ 


= fw) (6. 10. 15) 
其 费 曼 图 如 图 6. 13 所 示 . 
按 (6. 10. 14) 及 (6. 10. 15) 式 的 精神 可 以 依次 讨论 (6. 10. 13) в 
式 中 所 有 的 高 阶 项 ,不 过 如 前 所 述 ,用 费 曼 图 的 办 法 就 可 以 清楚 、 
直接 地 得 出 (6. 10. 13) 式 中 高 阶 项 的 贡献 . 1 л 
Са) 根据 (6. 10. 14) Ж (6. 10. 15) 式 的 费 曼 图 结构 可 以 想到 ,以 
后 高 阶 图 中 一 定 有 如 图 6. 14 所 示 的 e* 图 以 及 以 后 的 高 阶 图 . 
аниа; 0) 的 贡献 可 以 写成 级 数 形式 pe 


„= +A) 


1 МА. 
а Ft F u EP Fi 


1 1 
+ 


ERE кр 
2-Е fw) А+ (6. 10. 16) 
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СЪ) 能 否 说 (6. 10. 16) 式 就 是 对 传播 子 一 i(01(B|E(w) |B) 10) 的 所 有 贡献 ? 
不 是 ,因为 它 还 没有 包括 如 图 6. 15 所 示 这 种 类 型 的 图 的 贡献 . 


о 8 


6.15 


考虑 到 其 他 各 种 图 的 贡献 g(w) ,Ah(w),…" 后 ,应 当 在 (6. 10. 16) 式 中 把 f(w) 十 
A 改写 为 
fl tA (а) А (ш) +h ++ = Dw) (6.10.17) 
Сс) 这样 一 来 在 考虑 了 所 有 图 的 贡献 后 ， те 


一 KB,0 | Кш) | В,0) = 


在 只 考虑 Фо) е 阶 近似 时 有 
Dw) ~ Fw) HA (6. 10. 19) 
有 了 以 上 的 准备 ,现在 可 以 回头 来 讨论 共振 散射 的 问题 . 当 把 高 阶 项 考虑 进去 
后 ,发 散 的 问题 也 就 迎刃而解 了 . 为 简单 记 ,在 计算 高 阶 贡 献 时 只 取 (6. 10, 16) 式 ， 
因此 (6. 10. 11a) 式 中 的 下 应 改 成 


Se (6. 10. 18) 


рса) = (Aké, | Ý | B,0)(B.0 | Ý 1А, 
fA (6. 10. 20) 


在 共振 的 情形 下 ,微分 散射 截面 (6. 10. 11b) 式 如 只 考虑 右 方 的 第 二 个 求 和 中 的 
IDD=1B,0) 项 时 , 即 得 
да т | ©} + раё, * pm В 
ЯП С т? — (ЕР Е) – Е) А+ 


(6. 10, 21) 
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它 已 不 再 发 散 . 
4 在 解决 了 共振 的 发 散 问题 后 ,现在 再 来 看 近 共振 时 的 
F? (E,) 二 /(E,), 这 时 就 不 能 像 前 面 讨论 时 那样 只 考虑 共振 时 
в 那 一 个 突出 的 项 了 ,因为 当 它 不 再 发 散 时 ,所 有 其 他 的 项 也 就 不 
”能 随意 去 掉 了 , 故 其 费 曼 图 如 图 6. 16 所 示 , 即 FE;) 应 表示 为 
> ‹В.0 | Ÿ | Ip t.p | Ÿ | B,0) 
f(E)= > ЕЁ Fa “ЕР == 


«В,0 | Ý | Lp (lp lV |В,о› 
图 6.16 РЬ EP —EP—w,+ie 


Rai, 


(6. 10. 22) 
后 一 近似 等 式 用 到 了 近 共振 时 EP SER Hor. 再 利用 
和 
ү = "реш p v inlr) 
Im 公式 (6. 10. 22) 可 表示 成 
í 1 E ө рю — 
JE) ~ > | (lp1V1B,0) (Р Ер ii(E — EP — a) ) 


(6. 10. 23) 
可 知 


Re Е) = РУ) Le У | B,0) |? 
е fi У Евр 


Imf(E) =—х}) | (1,p1V|B,0) [2969 — EP — w) 
f; 
从 (6. 10. 21) 式 知 18) 态 的 能 级 扰动 就 是 
АЕ» = Ref(E.)+A 
至 于 Imf(E,) 的 意义 ,比较 (6. 9. 27) 式 可 看 出 它 与 1B,0) 态 的 衰变 几率 Ts 有 以 下 
的 关系 
Im/(E) =—-}Г» (6.10.24) 

至 此 ,我 们 可 以 看 到 用 费 曼 图 的 方法 同样 得 出 了 激发 态 的 能 级 移动 和 衰变 几 
率 (或 寿命 ). 不 过 从 讨论 中 可 以 看 出 , 费 曼 图 方法 不 仅 是 一 个 系统 的 方法 , 它 也 没 
有 Wigner-Weisskopf 方法 里 那些 不 尽 合理 的 近似 假定 和 不 自治 之 处 . 除 此 之 外 ， 
在 其 中 还 能 全 面 地 讨论 高 阶 修正 , 这 在 Wigner-Weisskopf 方法 中 也 是 无 法 做 
到 的 . 


6.10.3 ЖЕТЖ 
现在 用 费 曼 图 方法 来 讨论 谱 线形 状 . 有 了 以 上 的 准备 ,很 容易 得 到 系统 在 初始 
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时 刻 (: 二 0) 时 居于 1B,0) 态 演化 到 + 时刻 仍 居于 1B,0) 的 几率 幅 为 
《B,0 | ew laS eB,0 | Кш | B,0) 
АЫ і _ 
一 2x w— EP 一 人 一 Fw) 十 
(6. 10, 25) 
其 费 曼 图 如 图 6. 17 所 示 , 上 述 积分 中 贡献 最 显著 的 应 来 自 wo~E8 
附近 ,所 以 可 近似 地 将 分 母 中 的 A 十 f(w) 取 作 
ДЯ) == А+ СЕР) = 45-127 (6. 10. 26) 
代入 (6. 10. 25) 中 后 , 它 的 分 母 就 是 一 个 单 极点 的 形式 ,利用 图 4. 2 形式 的 积分 环 
路 ( 见 图 6. 18) 立 即 可 得 


(B,0 | ей | B,0) = = Rri н? аи ти) = en eH 


图 6.17 


(6. 10. 27) 


由 上 式 直接 可 得 在 :时刻 仍 在 1B,0》 态 的 几率 加 (2) 为 
P(t) =| ‹В,0)е | B,0) |? = ew = et 
A 7 (6. 10, 28) 
4 


ча 其 中 
? ъ= (6.10, 29) 
тел 上 面 的 结果 告诉 我 们 用 费 曼 图 方法 同样 得 到 了 激发 
态 的 指数 衰减 规律 . 现在 再 来 看 由 激发 态 1B) 发 射 一 
个 光子 向 基态 14) 的 跃迁 ,如 果 只 考虑 最 低级 近似 , 则 如 图 6. 19 所 示 , 但 如 把 高 阶 
修正 考虑 进来 后 , 裸 传播 子 都 应 改 成 物理 的 传播 子 , 则 真实 的 过 程 应 如 图 6. 20 


所 示 . 
А 
А 
в 


86.19 


所 以 ,由 |B,0) 到 |A,ey 的 跃迁 的 几率 幅 为 


Asp | е | B,0) = i НРО 
SAna 9 1 B10) zf g x w EP а А абш) Fie 
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> 1 
+ (А,р| У 让 . 10. 
A ts ey ry та (6:10:80 


对 于 上 式 中 第 一 个 物理 传播 子 的 分 母 中 的 f(w) 和 前 面 的 讨论 一 样 它 在 w~ 
EX 十 w, 附近 对 (6. 10. 30) 式 的 积分 才 有 显著 的 贡献 ,因此 按 同样 的 精神 可 将 
ЈУВЕ 
са У {A Ees dee E | А, 
-5 (AplV]| Diep hey |7 AD = (Еу) 
(6. 10. 31) 
不 过 ,因为 基态 是 稳定 的 ,不 会 有 衰变 ,所 以 它 只 会 有 纯粹 的 能 移 
A+ falow) ~ AEn (6. 10, 32) 
最 后 在 写 出 从 初始 状态 1B,0) 到 + 时刻 的 基态 |A,p) 的 跃迁 几率 幅 时 ,利用 含 
下 大 半圆 的 积分 回路 ,可 将 跃迁 几率 幅 表 为 


(Asp | её | B,0) = Ael VB 
w, — (EP + AEs — Ет —АЕ) +19 
ЕА) 
(6. 10. 33) 


Hth | ‹А,р|е-# |B,0) |° 可 以 得 到 + 时 刻 发 射出 频率 为 w, 的 光子 的 几率 ,并 
由 此 得 出 按 不 同 频率 w 分 布 的 谱 线 形状 . 


6.11 能 移 


6.1.1 谱 线 宽度 的 计算 


在 上 节 里 作为 一 般 的 讨论 谈 到 ,由 于 与 电磁 场 的 耦合 ,原子 中 的 激发 能 级 会 衰 
变 ,使 得 能 级 产生 移动 并 且 使 谱 线 产 生 了 宽度 . 不 过 ,在 那里 没有 作 具 体 的 计算 ,这 
一 节 里 将 仔细 地 去 讨论 如 何 计算 这 个 问题 . 
在 上 节 里 已 给 出 能 移 展开 到 二 阶 的 一 般 公式 
5Е= а+РУ Ltr (6.11.1) 
由 于 A 是 一 常量 ,所 以 可 用 “选择 能 量 零点 ”的 办 法 而 去 掉 , (6. 11. 1) 式 中 的 


第 二 项 中 的 分 子 是 六 在 18) 态 与 中 间 态 间 的 矩阵 元 . 前 面 指出 ,中 间 态 | Tvp) 是 含 
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一 个 光子 的 中 间 态 ,所 以 在 立 中 起 作用 的 只 是 其 中 的 立 一 一 4。 疡 那 一 部 分 . 
оуан 
(Lp | Ù | B,0) 


= ГЕ (а -p) )|в.о) 


=- Оё | У у= et 4-акёке ж") + р | B,0) 
=- 60| È ЯР“ ёе" |0У(Т1р|В› 
=t mM ы (pm 一 一 三 二 (рв «6.11. 2) 


上 式 的 最 后 一 个 等 式 用 到 了 етае 的 偶 极 近似 , 将 (6. 11. 2) 式 代入 
(6. 11. 1) 式 时 还 将 应 用 极 化 矢量 的 公式 
D Фф), Ga = 8, hh 

得 到 

У) Гал • ра |? = ры • рв — ры *Ёрь*Ё 

А 
于 是 有 

ы kdk 2 аер 

а= У аёаа. ЭМС ) КЕ ЕГ; 


_ к = 
т = ы 


тасы 
= е вз t кр 
Tn тї * 47 3 一 —k 
——2 а, | ры l? 
же У ү— КОЕР (6.11.3) 


在 上 式 的 导出 过 程 中 的 第 三 ,第 四 等 式 的 得 来 是 基于 以 下 的 一 些 考虑 ,我 们 总 可 以 
将 Z 轴 选 在 pm 的 方向 , 即 
ри = (0,0,pm) 
pm = (0,0,pm) 
йн ERREI P RE” ,ee 可 表示 成 
Ё = (sin 8 соз p» sin зїп scos 0) 


= (sin р, — cos ф,0) 
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E? = (cosgcosgvcosgsing, 一 sing) 
因此 有 
ри * ры — Сры * Ё) (рь * Ё) = | ры |201 — cos:0) 
代入 (6. 11. 3) 式 的 第 二 等 式 后 面 的 表示 中 ,再 作 角 度 部 分 的 积分 
faa | ри |0 — соф) = | | ры [isinGdg(1— сод) = | ри Puan 


6.11.2 发 散 困难 的 解决 方案 


看 一 下 (6. 11. 3) 式 中 最 后 表达 式 里 对 的 积分 分子、 分 母 都 含有 ,因此 它 
是 一 个 线性 发 散 的 积分 ,显然 直接 将 (6. 11. 3) 式 解释 为 原子 中 电子 激发 态 的 能 移 
是 不 行 的 . Kramers 考虑 到 这 里 面 可 能 是 一 种 固有 的 理论 框架 带 来 的 发 散 性 ,因为 
当 我 们 回头 去 看 自由 电子 时 ,发 现 只 要 同样 去 考虑 它 和 电磁 场 的 耦合 , 它 也 会 有 能 
移 , 从 物理 上 讲 , 自 由 电子 是 不 应 该 有 能 移 的 ,所 以 这 种 表 观 上 的 能 移 应 该 从 物理 
上 给 以 合理 的 解释 ,并 由 此 去 解决 原子 中 电子 能 移 的 发 散 问题 . 为 此 ,我 们 要 先 讨 
论 自由 电子 与 电磁 场 的 作用 . 

自由 电子 的 能 量 本 征 态 是 平面 波 ,也 是 动量 标 符 的 本 征 态 , 即 

Р|В)=р|р)=р|р›)=р|ВУ 


к 
ри =(В|р|1)=р‹(В|1) = Pu (6.11.4) 
因此 考虑 自由 电子 与 电磁 场 的 耦合 时 ,其 "能 移 AE,” CG, 11. 3) 式 为 
re T N | Pu 1° 
4 一至 二 
22а [7 28 
аер 
=— 2 a ("рар Ё? 
Ша заг), Ыр 
=- ар [а 6.1.9) 


从 上 式 立 即 看 出 ,在 自由 电子 的 情况 下 ,不 仅 有 能 移 而 且 能 移 也 是 线性 发 散 
的 ,我 们 可 能 会 想 似乎 可 以 直接 将 (6. 11. 3) 式 减 去 (6. 11. 5) 式 来 得 到 原子 中 电子 
能 级 的 物理 能 移 . 不 过 ,问题 并 不 是 这 样 简单 ,因为 其 中 还 需要 更 细微 一 点 的 物理 
分 析 , 需 要 细微 一 点 分 析 的 原因 是 因为 以 上 讨论 的 量子 理论 都 是 在 非 相 对 论 的 基 
础 上 进行 的 ,因此 它 只 适用 于 k~m 的 范围 ,超过 这 一 范围 需 用 相对 论 的 量子 理论 
来 讨论 . 当 考虑 了 相对 论 的 效应 后 ,包括 (6. 11. 3) 式 在 内 的 线性 发 散 都 会 成 为 对 数 
发 散 ,所 以 在 (6. 11. 5) 式 中 只 需 将 上 限 取 到 т 即 可 . 因此 ,只 在 非 相 对 论 量子 理论 
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框架 下 计算 ДЕ, 应 为 
а н А 
一 
得 到 相对 能 移 为 
T ше (6.11.6) 


那么 怎样 来 解释 自由 电子 也 会 有 能 移 呢 ? 可 以 解释 为 自由 电子 由 于 电磁 场 的 
存在 它 的 质量 增加 了 6m, 因 而 产生 了 能 移 , 即 


А 2 


АЕ, = gna a Фё" (6.11.7) 
上 式 中 近似 的 得 来 是 因为 m<m, 将 这 一 近似 表示 与 (6. 11. 6) 式 比较 , 知 
ёт = 38 [74 «6.1. 8) 
这 样 的 处 理 在 物理 上 称 作 质 量 的 重 整 化 , 即 物理 上 观察 到 的 是 т, 
maw = m+ Bm (6.11.9) 
而 不 是 m. 换 句 话说,m 只 有 纯 理论 的 意义 . 因此 为 了 与 实验 比较 ,原始 的 原子 中 电 
子 与 电磁 场 的 哈密 顿 量 应 改 用 mee 来 表示 


a P Й >, 
H: Эт TOO + Hua HV 
Я 


ув) 
20т + ёт) 
三 所 十 多 (6. 11. 10) 


m А474 (2. 
= ис А Ў (f 


其 中 
#=ў+ т =й + (6.11.11) 

现在 需要 着 重病 明 (6. 11. 10) 式 的 意义 . (a) (6. 11. 10) 式 第 一 行 表明 理论 上 考 
АЕН ЗЧ НАНЕ ВТ А, = 27 HoH Em ,电子 与 电磁 场 之 间 的 相互 作 
用 是 六 (b)(6. 11. 10) 式 第 二 行 告诉 我 们 实验 上 观察 到 的 电子 质量 不 是 裸 质量 m， 
而 是 me 一 mm 十 bm; 实验 上 观察 到 的 不 包括 相互 作用 的 哈密 顿 量 部 分 不 再 是 Н, 
而 是 Ао ,而 这 时 的 相互 作用 也 不 再 是 原来 的 立 (W,) 而 是 六 十 记 Т. 

因此 ,考虑 了 (6. 11. 11) 形 式 的 六 后 的 能 移 便 有 了 两 部 分 的 贡献 ,第 一 部 来 自 
六 (一 久 ,其 结果 就 是 前 面 讨论 过 的 
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-_2 4 (B| pl DU |p| B) 
АЙ з ав у] < Е+Е”—Е? (6. 11. 12) 


2 
ЖА Ӯ. = дт 的 能 移 为 


ЛАБ 四 
AE:— zm(B | p + p | B) 


da [7-1 i 
zal dz ®BlplDU]p|B 


= 52; ауа +” —ЕР эВ (6. 11.13) 
现在 将 (6. 1.12) 与 (6. 11.13) 式 相 加 ,得 到 能 移 AE 为 
AEm= АЕ, + АЕ, 
ЕЦ. (EP — EP) 
-| (6.11.14) 


经 过 在 对 自由 电子 的 考虑 中 引入 质量 重 整 化 和 修正 了 相互 作用 ,增加 了 对 能 
移 的 贡献 . 得 到 的 结论 是 ,由 于 (6. 11. 14) 式 中 只 有 分 母 中 才 含 ,能 移 已 由 原来 的 
线性 发 散 降低 成 对 数 发 散 了 . 

非 相 对 论 量子 理论 只 适用 于 低 《范围 ,发 散 来 自 高 上 的 部 分 ,正确 的 理论 应 该 
是 应 用 相对 论 性 量子 理论 得 到 的 . 虽然 这 里 不 去 讨论 它 , 但 是 需要 指出 的 是 ,同样 
的 问题 用 相对 论 量子 理论 去 处 理 时 其 发 散 程度 总 是 比 非 相 对 论 量子 理论 得 出 的 发 
散 程度 低 , 即 如 用 非 相对 论 量子 理 论 得 出 是 线性 发 散 , 则 用 相对 论 量子 理论 处 理 时 
就 只 是 对 数 发 散 ;如 用 前 者 处 理 时 是 对 数 发 散 , 则 用 后 者 处 理 时 就 不 再 发 散 . 因此 ， 
当 我 们 在 非 相 对 论 量子 理论 框架 下 得 出 (6. 11, 14) 式 的 对 数 发 散 后 ,我 们 可 以 宣告 
发 散 问题 已 经 得 到 解决 . 或 者 说 虽然 这 里 不 去 讨论 相对 论 量 子 理论 怎样 计算 能 移 ， 
但 我 们 可 以 把 它 等 价 于 在 (6. 11. 14) 式 中 对 的 积分 上 限 不 取 作 无 穷 而 以 一 个 有 
限 的 上 限 代替 ,来 体现 出 正确 的 相对 论 效 应 . 

因为 是 讨论 能 移 ,只 需 考虑 (6. 11. 14) 式 中 的 实 部 , 即 其 中 的 主 值 积分 . 为 此 先 
对 如 下 的 主 值 积分 进行 讨论 . 


当 a>0 时 
а i 
"hi 
Rh 0а а). 
= + 64 = nts (6. 11.15) 


a 


M a <0 时 ,这 时 实 轴 上 已 无 极点 ,所 以 主 值 积分 与 普通 积分 一 样 . 


ара DP = На 
›['к® Гат нао (6. 11. 16) 
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如 果 > lal , 则 上 式 可 以 近似 地 合并 为 


t dk n È 
Ый лг 6.11.17 
由 于 (6. 11. 14) ЕВ k ERRED EP —EP | 的 条 件 , 所 以 有 
дЕ = 52а.) |4| p |B [EP — EPn 
T 


xm? 


„А =. 
ГЕР —ЕР | 
(6. 11. 18) 
对 数 函数 In тарт 与 (EBP EP ) 相 比 变化 率 级 慢 得 多 ,所 以 可 应 用 关 似 于 
积分 中 值 定理 的 精神 将 它 改写 为 
=% k -EP 
АЕ = уез (в TE Ey), | CPI [ЕР 一 本) 
(6. 11. 19) 
即 在 上 式 中 将 缓 变 的 In ТЕР ЕРТ 用 其 平均 值 代替 而 提出 求 和 号 , 这 时 
(6. 11. 19) 式 中 的 求 和 号 以 后 的 表达 式 可 以 改写 为 
У) (EP —EP)B | p | DU | p | B) 
T 
= Ð вірі D4 | (EP —EP)p | В) 
T 
= У) (B| p| D4 | Cums p] | B) 
T 


= (B | pL[Hwm,p] | В) (6. 11. 20) 


从 上 式 看 出 要 再 进一步 讨论 就 需 指明 具体 原子 的 Han T. 
现在 以 最 简单 的 单 电子 原子 一 一 氢 原 子 为 例 . 


ЕРЕ 6 
Ham = mP (6. 11. 21) 


注意 上 式 中 的 m 应 理解 为 mw, 由 于 以 后 都 是 谈论 mee* 所 以 下 标 就 不 再 写 了 . 由 
(6. 11. 21) 式 可 得 


tin [h-t] He] [$i] 
(6. 11. 22) 


得 出 
(B | КА... р) B) =— [арасот (go VE) (6.11.23) 
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因为 P, 户 -都 是 厄 米 特 算 符 ,它们 在 1B》 中 取 的 期 待 值 一 定 是 实数 ,所 以 可 将 上 
式 中 的 任何 实 的 量 A 表示 为 A 一 十 A 十 圳 A" 从 而 将 上 式 改 成 


«В| plum» p] | B) 

=- [Фм Ve (в VE) јенот (фот) 
—1 fani V. (w еа) 2 Гент C pat VE 
+ Јенс) ет 
-4 feni o[v. (mn 92) | (vn .vs)] 

= јео (0) 


fer | a(r) |36 4r’ (7)) 


= 2ra | фь00) |? (6. 11. 24) 
在 上 式 的 推导 过 程 中 ,第 二 等 式 右 侧 的 第 二 项 是 三 维 散 度 的 全 空间 积分 故 为 


零 ,倒数 的 第 二 等 式 应 用 了 (十) =— tr (r) 的 关系 式 , 由 (6. 11. 19)，(6. 11. 20) 


及 (6. 11. 21) 式 可 知 , 一 个 能 态 |1B) 的 能 移 和 这 个 态 在 零点 处 的 波 函 数 уь СОЎ ГЭ, 
而 要 零点 波 函 数 的 值 不 为 零 ,只 有 5 波 才 具 有 这 个 性 质 . 由 氧 原子 的 能 态 波 函 


数 知 
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Гар 0] 一 ор 外 为 主 量子 数 ) (6. 11, 25) 
а = 4 (6. 11, 26) 
这 样 ,由 (6. 11, 19) 一 (6. 11. 24) 式 得 
4 аёт k 
АЕ = 他 n ТЕРТ SE (6.11.27) 
0 非 S 态 


按 能 移 修正 后 的 S 态 的 能 量 算出 的 氢 原 子 2S+ 与 2P} 间 的 跃迁 谱 线 为 (MHz) 
as, — Езу ~ 1 048 MHz 


实验 值 为 1 057 士 0. 1 MHz. 


Жжтж 含 时 哈密 顿 量 问题 及 绝热 近似 


量子 理论 讨论 物理 系统 随时 间 演 化 问题 的 基本 出 发 点 是 莅 定 户 方 程 . 这 是 用 
物理 系统 的 态 矢 随时 间 变 化 的 醉 定 户 图 像 描述 的 ,与 之 等 价 的 描述 是 态 矢 不 变 、 力 
学 量 随时 间 改 变 的 海 森 堡 图 像 . 在 前 面 几 章 里 几乎 都 只 是 讨论 哈密 顿 量 不 显 含 时 
间 的 情形 . 对 于 与 时 间 有 关 的 外 势 作 用 的 情形 , 即 哈密 顿 量 显 含 时 间 的 物理 系统 的 
演化 问题 ,虽然 原则 上 也 可 从 苹 定 词 方程 出 发 ,但 其 繁复 的 程度 比 起 不 显 含 时 间 的 
哈密 顿 量 会 大 许多 . 由 于 含 时 哈密 顿 量 问题 在 近来 的 研究 热点 领域 中 越 来 越 受 到 
关注 ,所 以 应 当 用 一 定 的 篇 幅 去 加 以 讨论 . 

本 章 对 含 时 哈密 顿 量 问 题 将 在 一 定 条 件 下 用 一 种 非 微 扰 近 似 的 方法 一 一 绝热 
近似 方法 一 一 来 处 理 . 此 外 也 将 介绍 严格 的 Lewis 方法 以 及 时 空 变换 方法 . 我 们 会 
看 到 后 面 的 两 种 严格 方法 总 要 联系 到 一 个 非 线性 方程 的 求解 问题 ,因此 一 般 情况 
下 是 不 容易 求 出 解析 解 的 


7.1 绝热 近似 


7.1.1 绝热 近似 的 含义 


考虑 如 下 的 含 时 哈密 顿 量 Со) 
HW = H+ @.1.1› 
ИНША ЖИН НГЕ Ж БЁН} ЖЕ & | у, Со) ЖЕЙН} ЖЕҢИ Е, (г), ÈN 
满足 如 下 的 瞬时 本 征 方程 


Но 109) = Es) | ф.о (1.1.2) 
系统 的 任何 态 矢 显然 总 可 以 按 瞬 时 本 征 态 展开 
| MD) = УЬ, | ф.о» (7.1.3) 
ЖЕКА 
1814к0)= HD 1909) (7.1.40) 


给 出 
DB | фо) +4, 18.00) = DDEC | 09) (7.1.5) 
定义 
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0 = Gweli f d'E.) ) (7.1.6) 
й 
将 (7.1.6) 式 代入 (7. 1. 5) 式 ,消去 两 端 相同 的 项 ,得 
У). Wexp(—i | Е.) со? 


=— DC Dexp(—i| En) ф. 0) 
对 上 式 两 方 左 乘 (加 (2)| ,并 利用 定 态 的 正 交 性 , 即 得 
бо) = 一 了 c-oe(- 这 de [EC2) — Е.а) ьо) 1.0) 
(7.1.7) 
另 一 方面 由 归 一 条 件 
Фо!) 一 1 (7.1.8) 
将 (7. 1. 8) 式 两 端 对 :+ 微 商 ,得 


ГЕСТОТ ЧОЛО 
= 26е (дб) | фу 


FC СО |g (DD)) 总 是 实 的 ,它们 的 微 商 也 是 实 的 , 即 (y(2) |}, Со АЙЕ З. Вт 
以 上 式 等 同 于 


Ф 18.09) 一 0 (7.1.9) 
于 是 (7. 1. 7) 式 成 为 


бо =— УС. Dexp(—i] ТЕ) Еа) о | bat) 
а Й 


(7.1.10) 
将 (7.1.2) 式 的 瞬时 本 征 方程 对 : 求 微 商 ,得 


йо | Ф) + На) |$) = ElD |. H En) | Ф.) 


(7.11 
将 上 式 两 方 左 乘 以 (办 CD | mAn W 

«о | D оу О | йс) Ф.) 

= ED (gD | Ф УФЕ DD | фу (7.1.12) 


因为 m 取 ,由 正 交 性 可 知 上 式 右 方 的 第 一 项 为 0, 而 上 式 左 方 第 二 项 中 有 (#7) | 
НО) =Е,0) (y(t)|, 故 上 式 可 化 为 


i DD | HD | gD)) 
DD | AON EOD- EW (7.1.13) 
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现在 将 (7. 1. 13) 式 代 人 (7. 1. 10) 式 并 对 两 端 作对 + 的 积分 | d,a = 
GO- 于 是 (7.1. 10) 式 可 改写 为 
со =с,чә+}) |! Саге | асе, еэ =E] 
4 Й 


xí W) | HG) | gat) 7.1.14) 


E(t)—E,(t) 
由 于 右 端的 积分 中 仍 含有 未 知 量 C。 (1) ,这 样 的 积分 方程 只 好 用 和 迭代 法 
求解 . 
第 一 次 迭代 用 右 方 的 C.(4) 代 将 右 方 积分 中 的 C-(z ) ,第 二 次 迭代 时 再 用 第 
一 次 和 迭代 得 到 的 C, (4) 去 代替 右 方 的 Ca O) ,如 此 不 断 继续 下 去 最 后 得 到 如 下 的 
展开 式 


GO =G) + УС ао | аер de Ent) 0] 
Bh) | | gD) .。 
XE EGE) + (7.1.15) 


EC. DRP aE hE eF (HUOLL) 的 第 三 项 和 以 


НИ. ARE CT. 1. 15а FUNE С. O EAR ЖАКИН 
似 展开 在 什么 条 件 下 是 有 效 的 呢 ? 因为 从 上 面 的 分 析 看 出 ,后 面 略 去 的 项 是 依 
АУ ураан, атоо АЯ, АЧКАН 
个 小 量 . 
如 记 所 (2) 的 时 间 尺度 为 , 即 扣 (4) ~ 证, 上 述 量 的 分 母 是 ДЕЕ, 00) — 
已 CC, 因 此 这 个 量 是 小 量 的 条 件 是 
АЕ,Т»Ъ1 (7.1.16) 
有 了 以 上 的 分 析 , 现 在 可 以 给 这 种 称 之 为 绝热 近似 的 成 立 条 件 一 个 明确 的 定义 ,加 


如 要 (7. 1. 15) 式 的 右 方 只 取 前 两 项 的 绝热 近似 是 一 个 好 的 近似 ,(7. 1, 16) 式 的 不 
等 式 必须 成 立 . 


7.1.2 绝热 近似 下 的 传播 子 


重复 一 下 上 节 的 讨论 . 含 时 哈密 顿 量 系统 的 初始 态 为 | zx „г, ) ,将 初始 态 用 瞬时 
本 征 态 展开 
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хоо = Dont) | фа) 
其 中 
ад = а) | хы) = Ошм) 
根据 (7. 1. 6) 式 ,在 :一 上 时 
С) = balt) = (хум) 
结合 (7. 1. 15) 式 有 


һар «әса 
= носков Donu re enw 
2 Й 


ана) | 900] 
E(t)—E,.(t) 


рака о умео (а) ВО) |09) 
ЕН aty [и ү; 人 


sh mg (мй ++ (7.1.17) 
注意 ,第 二 项 中 用 到 了 关系 
«ако Дао L фало 
根据 (7. 1. 17) 式 可 以 导出 传播 子 的 表达 式 


ао 


Рухунун) = Укун RO Ji (хун) 


ОЛЕОЛЕ 
+ Dyan f’ t Е,0) — Ent) 


E 
现在 来 详细 讨论 如 何 导出 上 式 . 


а) 对 于 末 时 刻 ty 同样 有 以 下 关系 
BE) = (хы, | ад) 


фа Сх) + ee (7.1.18) 


рар) = УЬ. | palt) 《7.1.19) 
(b) Ж, 分 成 N 段 ,每 段 长 为 e 


ce 一 (7.1.20) 
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按 传播 子 的 定义 
Dypt st) = (х, | Texp(—if aiw) х) 


r Р 
= (xy | [[ ехрс Н 0) | x) 
кл 


У) x WUDHU) | EPP | palti +N De)) 


а +0000 | еч | с, +N — 2)e)) 
эфа + | өбө | соц) |) .1.2D 
Со) 取出 (7. 1. 21) 式 中 的 一 个 矩阵 元 来 看 
Аы= (р + Ж) | Evie | gl + 6 1)e)) 
= Et (у Ct; He) | фа, + Ck— De)) 


= еланга, 


+ (gu Cti + Ck — 10е) | Йа, + Q De) | фа, + Ck —1)e)) 
1 Е„@, + @—1)є) — Enlt; + (#— Dhe) 


十 ofe5)] 
(7.1. 22) 
在 最 后 一 个 等 式 里 用 到 了 如 下 关系 


а He) Іа + 600 |] = (+ ko De | 
即 
(ыа, +®) |= ба, + 6 De |++є а + (Ё—1)є) | 
因此 有 
«ка Ао + Ck — De)) 
= halti + е а + Ck De | фа, + (#— о) 
эте Enlt; + 0—00) — E, Ct; + е) 
上 式 的 最 后 一 个 等 式 用 到 (7. 1. 13) 式 . 


а) 将 (7. 1. 21) 式 中 的 每 一 个 矩阵 元 都 用 (7. 1. 22) 的 表示 式 代 入 ,并 只 保留 
到 e 的 项 ,就 得 
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Бхз t) = Drst у^ (rt) 


pt EE 


e A (ану + 
(7.1.23) 
Ф N->oo, 并 将 求 和 变 成 积分 即 得 (7. 1. 18) 式 . 
根据 得 到 的 (7. 1. 23) 式 我 们 可 以 对 绝热 近似 的 物理 含义 作 一 些 解释 . 只 取 
(17.1. 23) 式 右 方 的 第 一 项 并 把 它 和 不 含 时 哈密 顿 量 对 应 的 传播 子 (4. 3. 4) 式 作 比 
较 即 可 看 出 ,如 将 (7. 1. 23) 式 右 方 第 一 项 中 的 Е, (0) 只 取 关 于 t 展开 的 线性 项 ,两 
者 的 形式 完全 一 样 . 换 句 话说 ,在 绝热 近似 的 零 级 近似 里 ,只 要 把 不 含 时 哈密 顿 量 
系统 的 传播 子 表示 式 指数 上 的 Е, + с 因子 换 成 含 时 系统 表示 中 的 关于 + 的 线性 项 
即 可 . 更 高 阶 近似 的 意义 是 对 这 一 指数 因子 作 更 进一步 的 修正 . 


7.1.3 随时 间 改 变 磁场 中 的 自 施 二 粒子 


为 了 检验 绝热 近似 的 有 效 性 与 绝热 近似 成 立 条 件 之 间 的 联系 ,下 面 将 用 一 个 
简单 并 能 严格 求解 的 例子 加 以 说 明 . 


(a) 考虑 一 个 自 旋 为 二 的 粒子 放置 在 一 个 均匀 磁场 中 的 动力 学 问题 . 这 个 均 
匀 磁 场 的 指向 绕 = 轴 以 9 为 夹 角 按 圆 频率 w 转动 ,因此 这 一 磁场 可 表示 为 


ВОО) = BCsingeoswt 十 singsinaty 二 cosgz) (7, 1.24) 
电子 在 磁场 中 的 哈密 顿 量 为 
НО) =— po + BG) (7.1, 25) 
因此 这 是 一 个 含 时 哈密 顿 量 问题 . 将 待 求 的 粒子 波 函 数 写成 二 分 量 形式 
WD = 6) (7.1.26) 


PO 
代入 薛 定 廖 方程 中 (# 一 1), 有 

0) = 一 pe • ВО) СО) (7.1.27) 
ЕФ о • ВОСТ. 1. 24) 式 可 表示 为 


вов (7 |)яа#<вөг + (9 авч (2 eose} 
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mT = эбе" (7.1. 28) 
singe —созб 
把 (7. 1, 28) 式 代入 (7. 1. 27) 式 , 写 出 上 、 下 两 个 分 量 的 方程 ,得 
(cos Og + зш бер) 
hs (7.1. 29) 
а =— Bo (sin 8 eg” — cos fpi”) 
把 go ,glo 写成 
Ф = еа, д” = е (7.1. 30) 
然后 将 (7. 1. 30) 式 代 和 人 (7. 1 29) 式 ,得 
if + Se =— НВ. lucos 0+ gasin 0) (7.1.31) 
і -3P =— pBo (pusin 8 — pcos 8) (7.1.32) 
(7.1. 31) 式 两 端 再 对 t 作 一 次 微 商 , 得 
igu +B, 一 一 ABu(frcos 0 十 osin 0) 《7.1.33) 


将 (7. 1. 310) 和 (7. 1, 32) 式 代入 (7. 1. 33) 式 后 化 简 , 有 


Ф =- е + hapBocos0 +4 (В)? cos:0+ 4 (В)? вїп?@]ф, 


引入 
Ф = (w+ 2pBocos 0)* + 4 СиВезїп 0)? 
后 (7. 1. 35) 式 可 改写 为 
fp 
由 上 式 立 即 得 到 д, 的 普遍 解 为 
Фф = ав tat 
由 (7. 1.37) 和 (7. 1. 31) 式 又 可 得 到 


ырк каң 
P = DpBosind 


(7.1. 34) 


(7. 1. 35) 


(7.1. 36) 


(7. 1,37) 


«2—0 — 2pBocos сей — (21+ + 2pBocos Deze ] 


(7.1. 38) 


(b) 有 了 普遍 解 以 后 可 以 考察 一 个 具体 的 动力 学 过 程 . 选择 在 :一 0 时 , 场 强 B 


在 zx 一 < 平面 上 ,粒子 的 自 旋 方向 也 取 在 相同 的 方向 , 即 
ВО) = В, (віп 02 + соѕ 02) 


xo = 


(7.1. 39) 


(7. 1. 40) 
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初始 波 函数 ФСО) КТ. 1. 40) 式 的 正确 性 可 由 
з= (os -.sin 2) (5 2) 


sin # = соф (7.1.4D) 


(7.1.42) 


MAIRIE. (7. 1. 40) 式 告诉 我 们 (0O) 一 fo 0) соз 0р0) =g” (0) 二 sin b, 


在 这 样 的 近似 条 件 下 由 (7. 1. 38) 式 可 得 
AP = ча S g ggl Bo —2нВ,совфс 一 (2pB, 十 2pBocosg)o] 
即 


зи? Фе, — соё без = sin? 0 соз 0 (7.1.43) 
这 时 由 (7. 1. 37) 式 得 
#0) = ei He = соз (7.1.44) 


由 (7.1.43) 和 (7. 1. 44) 式 解 得 


a (1.1.45) 
再 由 (7. 1. 37) 和 (7.1. 38) 式 知 
Gl) с cos бе 
《7.1.46) 
PPO = sin Gerte 
PPD соз Gertat (7.1.47) 


于 是 有 
#”@) sin бегет 
利用 上 式 便 可 以 计算 : 时刻 的 自 旋 粒 子 的 三 个 分 量 的 期 待 值 了 . 
以 (oz) 的 计算 为 例 : 
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(у 
о), (yo DY w(i oli |ы, 


с) 
= АН, а) 
= Relg” (087 (1)] 


= соз Фе ёге! sin не + соз eoe sin Ge we 
= cos sin 0 06 +) (7.1.48) 


类 似 可 得 (a.》,。 
下 面 分 两 种 情况 来 讨论 : 

O) 绝热 条 件 成 立 . 在 这 个 问题 中 ,能 级 差 定义 为 自 旋 粒 子 的 自 旋 取 向 与 B 同 
向 时 和 反 向 时 的 能 量 差 AE= Bocos 0 一 (一 Bo ) cos 0 二 2pBocos 90, 磁场 对 粒子 提 
供 的 外 势 的 时 间 变 化 尺度 显然 为 T~ 二 ,因此 由 (7. 1. 16) 式 给 出 的 绝热 条 件 应 为 
不 等 式 

2pBocos 0 > w (1.1.49) 
在 (7.1.49) 式 成 立 的 条 件 下 , 按 (7.1. 35) 式 ,有 
@ ~ (2pBocos 0) +4 (pBosin 0)? 

即 


а= 2pB, (7.1.50) 
将 上 式 代 人 (7. 1. 46) 式 ,并 继续 利用 (7. 1. 49) 式 的 不 等 式 得 到 
(0,) ~ sin бсозг 《7.1.51) 
类 似 地 可 得 
(2,), ~ зіп Ө sin wt 《7.1.52) 
及 
(в,), ~ cos (7.1.53) 


从 以 上 得 到 的 结果 可 以 看 出 :在 绝热 条 件 成 立时 ,绝热 近似 的 含义 不 仅 是 将 传播 子 
中 的 含 上 指数 因子 由 Er 改变 成 对 应 E(t) 展 开 的 线性 项 ,其 余 形 式 不 变 外 ,现在 的 
具体 例子 还 表明 如 果 开始 时 粒子 自 旋 的 取向 和 场 强 方向 一 致 则 由 (7. 1. 51), 
《7.1. 52) 和 (7. 1. 53) 式 知 在 任何 时 刻 它 都 和 场 强 取向 一 致 . 换 句 话说 ,只 要 场 强 旋 
进 足 够 慢 ,粒子 的 自 旋 始终 保持 和 场 强 同步 旋转 . 

GD 绝热 条 件 不 成 立 的 情形 . 绝热 条 件 不 成 立时 ,就 不 能 得 到 (7. 1. 51) 式 那样 
的 结果 . 同样 ,(7. 1. 52) 和 (7. 1. 53) 式 都 不 成 立 . 即 是 说 , 自 旋 的 取向 在 以 后 的 时 刻 
不 可 能 和 场 强 同步 旋 进 . 从 物理 机 制 去 考虑 ,这 也 是 自然 的 结果 . 当场 强 随时 间 的 
变化 很 快 时 ,粒子 的 自 旋 将 不 能 通过 相互 作用 跟 上 场 强 变化 的 步伐 . 
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7.2 含 时 哈密 顿 量 系统 的 不 变 算 符 方法 


随 着 实验 技术 的 发 展 ,粒子 囚禁 在 阱 中 或 腔 中 的 实验 装置 相继 出 现 ,囚禁 粒子 
的 外 势 常常 是 随时 间 变化 的 且 变 化 不 是 缓慢 的 ,因此 讨论 更 普遍 的 含 时 哈密 顿 量 
的 求解 问题 明显 有 重要 的 意义 . 特别 地 ,自从 Berry 提出 含 时 哈密 顿 系统 在 参量 空 
间 经 一 闭合 路 径 回 到 出 发 点 时 有 一 拓扑 相 因 子 的 存在 ,这 一 问题 的 讨论 就 更 具有 
紧迫 性 了 . 此 外 ,在 量子 信息 、 量 子 计 算 等 领域 中 涉及 受 驱动 的 量子 系统 ,这 也 需要 
关于 含 时 问题 的 深入 讨论 . 下 面 首先 讨论 Lewis 提出 的 不 变 算 符 理论 ,然后 再 介绍 
一 种 简明 的 方法 . 
7.2.1 Lewis 的 不 变 算 符 
ба) 考虑 一 个 具有 含 时 哈密 顿 量 HG) 的 系统 ,并 假定 相应 地 存在 一 个 显 含 时 
间 的 , 非 平庸 的 被 称 为 不 变 算 符 的 厄 米 算 符 1(1) 满 足以 下 的 条 件 
“ә 1 а 
= gta 07.2.1) 
r=1 (7.2.2) 
另 一 方面 , 含 时 的 苹 定 词 方程 为 


лә 1) = HO | D) (7.2. 3) 
可 证 KOUME ER. 证明 如 下 : 
iĝa KD))= nal LKD HIM |0) 


= ШЕ +апо,но)+ ною] Кой 
= наа) | о> 
上 式 的 意义 说 得 更 明确 一 点 是 :如 果 1%(z) Ей ГЕСТ. 2. 3) 的 解 , 则 
TCD1WD) 也 是 (7. 2. 3) 式 的 解 . 
СЪ) 假定 物理 系统 的 1(7) 不 含 时 间 的 微 商 . 记 1() 的 本 征 值 为 4 的 本 征 态 矢 
КА Н ДН А 
ТС) |X) = АА, (7.2, 4) 
既然 (2) 是 厄 米 算 符 , 它 的 本 征 态 矢 应 满足 正 交 归 一 条 件 
АХ 14,0) = диде (7.2.5) 
本 征 态 矢 |A,X) 中 另 一 个 指标 X 存 在 的 原因 是 在 普遍 情形 下 ,除了 (2) 算 符 外 还 应 
有 其 他 若干 厄 米 算 符 和 它 一 起 组 成 完全 系 ,才能 完全 确定 一 个 态 .x 代表 完备 系 的 
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其 他 算 符 的 量子 数 . 可 以 证 明 本 征 值 2 与 时 间 无 关 且 是 实数 . 
对 (7. 2. 4) 式 求 时 间 的 导数 ,得 


al a -a a 
Е" ТАМО А ТАКО = 14,9 ТАД АБО (7.2.6) 
另 一 方面 将 (7. 2. 1) 式 的 右 方 作用 于 |4,X) ,得 
њарду HIH |А — HI |a 
=h Аю HIH Ia AH 14 = 0 (7.2.7) 
将 (XX | 与 (7. 2.7) 式 作 内 积 ,有 
АА, | а LAO А ТІН ТАР АФ ОНЛА 
= Ах 1 ar ТАО а АА ЕНА 一 0 (7.2.8) 
当 取 =A 时 ,上 式 成 为 
,| al 
ax IS ТАО =0 (7.2.9) 
现 将 (7. 2. 6) 式 也 和 (4,X| 作 内 积 ,等 式 左 端 变 成 
al a 
axl glao +a 14,90 
Е aI a 
= AX S ТАН ААХ | 2134,20 
右 端 变 成 
a а 
Be Ax ГАО АА ГА, 
= а а 
=J tarl gla 
即 
а _ а = 
J= axl glan =o (1.2.10) 


上 式 为 零用 到 了 (7. 2. 9) 式 . 这 样 就 证 明了 à 与 + Ж. 
(с) 下面 将 讨论 如 何 找到 Т ЖЕ ЕЕ ГВ СТ. 2. 3) 的 解 之 间 的 联系 


以 帮助 我 们 求 含 时 系统 的 解 . 将 (7. 2. 10) 式 的 全 一 0 代入 (7.2.6) 式 ,得 
а =а! 
ар А0 = 5 1А0 (7.2.11) 


HAX SO. 2. 11) 式 作 内 积 ,等 式 左 端 变 成 
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, SRS Py 1 
отара АЮ = А-АА 1А 
利用 (7. 2. 8) 式 ,等 式 右 端 变 成 


ryja Tanida 
А АЮ S RATOVA НА 


即 
АА ААХ | 2 ТА 0 = А-АА ТНА) (7.2.12) 
MAAV MERTA- ,得 
ika | 2 La = АТНА (7. 2.13) 
当然 上 面 的 等 式 不 包括 A =A ФИЙ. BA А А ERER, F ЈА" о) 
是 任意 的 , 即 可 得 到 
Н ыд? 
ERRR IA OMER ГВЕН. 不 过 这 还 并 不 成 立 ,因为 它 未 包括 =X 的 
情况 . 
(D 由 于 假定 1() 不 含 时 间 的 微 商 ,所 以 对 |X,X) 作 与 + 有关 的 规范 变换 
LAX), = еш |А, (7.2.14) 
后 ,它们 仍 是 KK2) 的 正 交 归 一 本 征 态 , 且 天 时 (7. 2. 13) 式 仍然 成 立 . 上 述 结论 


直接 可 以 看 出 ,因为 在 (2) 不 含 对 时 间 е 的 微 商 时 
KDO = О] 


能 否 选 择 wx (0) 使 (7. 2. 13) 式 对 和 一 时 也 成 立 呢 ? 如 果 成 立 的 话 , 则 11,X), 就 是 
Шр Жы RITER 


Ёсе |до) = Ha [аә 
即 
(е) д0 Hiko Әд, = нена 
в 0 оо дд) веч LLAD он | A,X) 
两 端 消去 共同 因子 ex” ,得 
W EIE E 
ata | hx) = (в 8-H) lao 
上 式 与 (4,X| 作 内 积 , 得 到 ax(z) 应 满足 的 方程 
w “© 
aD ах (а-н), (7. 2.15) 
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HAX | 作 内 积 , 则 有 更 广泛 一 点 的 关系 
юе WO ди (ж-н) 

i аиа ав Кт 2. 14) 式 的 规范 变换 ， 
其 中 的 ax (O REWE CO. 2. 15) 式 , 则 变换 后 的 本 征 态 矢 集 就 是 含 时 薛 定 谓 方程 
的 解 , 在 解 (7. 2. 15) 式 时 ,由 于 我 们 可 以 在 初始 时 刻 t 取 不 同 的 初始 值 ,因此 解 出 
的 аа (0 可 以 不 相同 . 换 句 话说 ,ax(D 并 不 唯一 . 

在 知道 1() 的 新 本 征 态 集 是 莅 定 户 方 程 的 解 后 ,检定 得 方程 的 普遍 解 将 取 如 
下 的 表示 

Го = Peata” |А, (7.2.16) 
з 


7.2.2 小 结 


(a) 给 定 系统 的 含 时 哈密 顿 量 HG) , 求 其 含 时 的 、 非 平庸 的 厄 米 算 符 , 即 不 变 

算 符 IOD. KOME 
dko ӘК -1р,н]=0 

R оня аА ао. 

Се) Т) Н ЭАЖ ПЕ Ж. AAE (ЈА 0) ) 不 是 ,也 可 通过 与 + 有 
关 的 规范 变换 {|A,X)。 一 ess |4,X) ) 得 到 . 

CD 求解 转换 成 求 K2) 以 及 |A,X) 和 ан CO БИШ. 

Се) 1(z) 并 不 唯一 . 两 个 不 同 的 Сот 1:() 可 以 有 不 同 的 本 征 态 ,不 同 的 时 
间 微 商 及 不 同 的 与 Н 的 对 易 子 ,但 最 终 得 到 的 |t) 应 当 相 同 . 
7.2.3 含 时 谐振 子 


下 面 以 含 时 谐振 子 为 例 ,阐明 如 何 应 用 Lewis 的 不 变 算 符 理论 . 含 时 谐振 子 的 
哈密 顿 量 为 


но = э” +e] (7.2.17) 
假定 存在 厄 米 的 二 次 形式 的 不 变 算 符 
109 = Had +OP +O taph] (7.2.18) 


其 中 e(D,B(D),y(t) 是 时 间 的 实 函数 ,{9, 户 + 二 gp 十 pq. 在 计算 Ї С Г, efm 
下 准备 : 
(a) [gs]= 庄 (7.2.19) 
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q j= 去 [a н)-1» 
в 10р.н]=- аа (7.2.20) 
(© 21-00044 +еф+а Оф ВОРА рб +B Pp 
+D lipta tiati +i Dla p] 
[90 prta ta оф -eo ÉL арра) 
оро (2 ED) ўса, 2 07.2.2) 


«е н) (асосе + + OWT eH La p+] 


W 
TN 


p+) 


(O 


е РО ү; РЧ) = ак рфр— рар] 


=g ated +арар— рара) =. 0266ар+ рф) 
=2(4р+ pq) 
172 —264р+ pg) 


Hash pl- tapten- aton] 


ар рар арф 


= +0] 
+plpatih)p—plap—ih)p— р'(ар—і) 
(dihp) =4p 


ФР =—4 
综合 以 上 结果 有 
Д.ни) = 2 (ор 0980 {,р}„+ 2p 00у дур 
(7. 2. 22) 


根据 (7. 2. 21) 及 (7. 2. 22) 式 得 
əl, 1 
=@ +H] 
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-HC у Gie oen] 
(7.2.23) 
为 了 使 1 成 为 不 变 算 符 ,要 求 它 满足 如 下 的 条 件 
а= 207 
т 
#=—® (7.2.24) 
-la + Ëg 
为 了 计算 方便 ,引入 0) & 
жю = GD (7. 2. 25) 
代入 (7.2. 24) 式 的 第 二 式 ,有 
(7.2.26) 


将 (7. 2. 24) 式 的 第 三 式 写成 
а= т + од) + (7.2, 27) 
将 (7. 2. 26),(7. 2. 27) 式 代入 (7. 2. 24) 式 的 第 一 式 ,有 
т? (256 +48 +a) +U ad +i? =— Wo 


Bp 
сй оте о) +380 +o) = 0 (1. 2. 28а) 
如 记 
тїё +в = Е 
则 (7. 2. 28a) 式 可 改写 为 
Ёз 
в+32=0 (7. 2. 28b) 
积分 后 为 
InF+3Ine=¢ 
即 
Е= тё -+По= 5 (7. 2. 29) 


RAC. 2.27) 式 ,得 
а= т +00) 0 
= т? tmit’ 
= т (T. 2. 30a) 
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将 得 到 的 a,B,y 都 用 v 表示 的 (7. 2. 25), (7. 2. 26) 及 (7. 2. 30a) 式 代入 
(7. 2. 18) 式 ,得 到 不 变 算 符 I 用 o 表示 的 表示 式 


1= [4 + ор т] (7. 2. 30b) 
其 中 a 可 用 (7. 2. 29) 式 解 出 .为 了 将 (7. 2. 29) 式 中 的 任意 常数 消 掉 , 引 入 
oD = WD (7.2.31) 
可 将 (7. 2. 30b) 和 (7. 2. 28) 式 改写 为 
1 = фе + Фр тах) (7.2.32) 
тка оь- A =0 (T. 2.33) 


实际 上 < 取 不 同 值 去 直接 解 (7. 2. 30) 式 只 是 取 不 同 的 但 仍 等 价 的 不 变 算 符 而 已 . 
因此 ,为 简单 记 ,可 取 < 一 1. 

得 到 了 不 变 算 符 工 的 表示 式 (7. 2. 32) 式 后 , 接 下 来 便 可 以 讨论 它 的 本 征 态 矢 
和 本 征 值 . 为 此 定义 一 对 与 时 间 有 关 的 潭 灭 及 产生 算 符 


а= D [аір тё] 


| (7.2.34) 
а= у [jaio тва) 
引入 的 算 符 a,a* 满足 正则 关系 式 
Гала) р то [Zip тва) 
-二 [和 —ї®ю =m) |[¥ +10 —mbg) ] 
= ір ар) =1 (7.2.35) 
根据 (7. 2. 34) 式 ,类 似 可 得 I 用 a,a* 直接 表示 的 表示 式 
1= (а++) (7.2.36) 
由 于 a*a 有 如 下 的 本 征 值 及 本 征 态 矢 
а*а|п)=п|я) 0,1,2.) (1.2.3) 
以 及 


a|n)=n? |n—1); аю = (@+1)#|я+1) (7.2.38) 
根据 (7. 2. 36) 式 , { |n) } 也 应 是 工 的 本 征 态 矢 , 且 本 征 值 为 


a= (9+4) @=о,2,-э (7. 2.39) 
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但 是 ,按照 前 面 的 讨论 , { 1л) } 并 非 就 是 互 (5) 的 本 征 态 矢 ,在 普遍 的 情形 下 它 
们 还 会 差 一 个 与 时 间 有 关 的 相 因子 ,所 以 还 需要 利用 (7. 2. 15) 式 计算 
Že = (n| (iĝ-H)I m (1.2.40) 
下 面 分 别 计算 (7. 2. 40) 式 的 两 项 . 
Са) 首先 将 H(t) 用 a,a* 表 示 出 来. 由 (7. 2. 34) 式 可 得 


b К 
а= ata) 
я 


S (7.2.41) 
„= Ж +6) >”) ] 
RAC. 2. 17) 式 得 


а 3. 
H= pP HPP) 


= 去 [十 (六 танба -4p mt- 1 Ы 
тА 


б) Catt ar a) уакы +a” +а*+а* a)] 


(7.2.42) 
将 上 式 代入 (7. 2. 40) 式 并 利用 (nla 1н) = tnla"? |n)=0, ЯТА 


«н = (нее а) н l база ну (7.2.43) 

再 利用 (7. 2. 33) 式 ,上 式 可 改写 为 

«нію (н + тв) (п) (7.2.44) 

(b) 由 (7. 2. 38) 式 的 第 二 式 a+ jn 一 1) 一 (|z) 出 发 ,两 端 对 t Ж. 
X |1) жа È |n- = wt |н) 
ө а ө 
将 上 式 与 (n| 作 内 积 
inl X |100 +014 2 |п—1) = оо, | 


(al n=l |а = ойн | 
最 后 得 


2м. 高 等 量子 力学 


CE n—1) + cn | 8. 1a 一 1》 (1.2445) 
另 一 方面 ,由 (7. 2. 34) 的 第 二 式 得 出 


Ye —їфр+5$—тЁа—тёд)] 


т 
афу 
=} (он @ — 1) + (m а ia] 


(7.2, 46) 
将 (7. 2. 46) 式 代入 (7. 2. 45) 式 ,得 


(nl È Im= inIl nD Hmn (нв EEan 


= т-—11@1я—1›+(тё EEL) (7.2.47) 
利用 (7. 2. 33) 式 可 将 (7. 2, 47) 式 改写 为 


2 
mb? 
= Oo 一 21 总 1 一 2 


®181ю= 1181-0 +1 


= 012 PE 
=01ĝ 10 +. (7.2. 48) 


《7.2. DRH OIO ERAN. 如 果 它 也 确定 了 , 则 可 将 (7. 2. 48) 式 及 
(7. 2. 44) 式 代 到 (7. 2. 40) 式 中 , 即 可 求 出 w Ж. 
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现在 把 这 一 小 节 的 内 容 作 一 个 小 结 :(D 以 一 维 谐振 子 为 例 说 明 在 含 时 的 情况 
下 如 何 求 不 变 算 符 Ko) 及 其 本 征 值 和 本 征 态 矢 集 . (ii) 要 具体 得 到 结果 ,最 终归 结 
AHR EO , 它 满足 (7. 2. 33) 式 表示 的 一 个 非 线性 微分 方程 . GDC. 2. 34) 式 需 先 
知道 2(z) 的 具体 函数 形式 . 即使 知道 了 02(7) , 求 一 个 非 线性 方程 也 非 易 事 . 我 们 将 
在 下 一 节 中 针对 一 个 特定 的 (Ct) 讨论 这 种 类 型 的 非 线性 微分 方程 的 求解 . (iv) 求 
出 6(z) 后 , 按 (7. 2. 34) 式 便 知道 a 的 具体 算 符 形式 ,然后 从 a10) =о 的 要 求 可 以 得 


到 10 的 表示 ,从 而 求 出 (0| 总 10) 来 . 


7.3 Paul 阱 中 的 粒子 


上 节 中 介绍 了 含 时 哈密 顿 量 系统 的 不 变 算 符 理论 . 从 中 可 以 看 到 它 是 一 个 系 
统 的 理论 ,构成 了 求解 这 类 问题 的 理论 基础 . 不 过 从 描述 该 理论 的 过 程 中 也 可 以 看 
出 ,应 用 该 方法 求解 是 相当 繁复 的 . 本 节 将 介绍 一 种 针对 不 同 的 问题 将 系统 的 哈密 
顿 量 作 适 当 的 函数 变换 和 变量 变换 使 之 退化 为 不 含 时 哈密 顿 量 的 方法 ,从 而 使 问 
题 能 直接 得 到 严格 解 . 


7.3.1 阱 中 粒子 的 动力 学 
为 了 与 前 面 的 不 变 算 符 方法 相 比较 ,这 里 要 讨论 的 具体 系统 是 Paul 阱 中 粒子 
的 动力 学 问题 .这 个 问题 中 的 势 是 含 时 的 ,VCz,) 一 寺 (UVeos атда = Aa, 
因此 它 的 莅 定 谓 方程 为 
ра 一 二 ED арса) (7.3.0 


注意 这 里 已 把 一 般 的 含 时 谐振 子 势 中 的 (0) 取 定 为 一 个 确定 的 函数 了 . 
为 了 将 它 化 为 不 含 时 的 谐振 子 问题 ,下面 依 次 作 适 当 的 函数 变换 及 变量 变换 . 
(a) 作 函 数 变换 


Ka) = [ee(-| auar) JTexptiata pi (ко 0.32) 
代入 (7. 3. 1) 式 将 它 化 为 m DME. 


2 ра) = 到 总 mc -iaa дф (zn) 
ао ао А ура) 0,3,3) 


在 (7. 3. 2) 式 中 引入 的 函数 "(0) 是 一 个 待定 的 函数 . 
Cb) 将 a(#) 改 写成 
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а -#3 (1.3.4) 
这 样 就 把 求 待定 的 або ЕЗЖЕ О p). 再 作 变 量变 换 
y= Wr (1.3.5) 
s= [ео (7.3.6) 
并 令 
Ф059) = rd) (7.3.7) 


作 了 这 样 一 些 变换 后 ,(7. 3. 3) 式 可 以 改写 成 
рон) =— + ro» +4- ie tir og) уу, 
(7.3.8) 
注意 在 (7. 3. 8) 式 右 方 第 二 项 中 的 圆 括号 内 保留 了 对 自 变量 的 导数 形式 . 
Сс) 从 (7. 3. 8) 式 可 以 看 清楚 前 面 的 函数 变换 及 变量 变换 的 目的 . (7. 3. 8) 式 
除 右 方 第 二 项 中 的 圆 括号 外 ,其 余 两 项 的 形式 正 是 不 含 时 谐振 子 系统 的 薛 定 谓 方 
程 的 项 ,而 圆 括号 中 的 是 未 定 的 p 及 其 微 商 , 自 然 会 想到 要 求 它 满足 
1+ёе-# 009 =e 《7.3.9) 
其 中 c 为 常数 . p 如 满足 上 述 条 件 , 则 (7. 3. 8) 式 就 完全 转化 成 了 不 含 时 谐 扬子 的 
WEWN. 
AFRA REIR ЕЕ ЗВ И А.Е, Эй), E а A Зу ШЕ h ЕТЕ 
函数 来 
Ф059 = Nexp(— 42 ) H, yep iE,s) (7.3. 10) 
其 中 


z 
“ж (лл) 
„=й (1.3.11) 
1 
E, = (+) 
H, 是 厄 米 特 多 项 式 . 最 后 再 将 得 到 的 解 变 回 到 用 zt 表示 的 形式 
Ке р н. wey | 


(«++ ТУЕ], 25 25] (1.3.12) 
其 中 


М, = (t/n WRAT)? 
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AT 一 上 一 如 (7.3.13) 
(D 不 变 算 符 方法 是 一 个 系统 的 方法 , 它 构成 了 含 时 哈密 顿 量 系 统 求解 的 理 
论 基础 ,而 函数 及 变量 变换 方法 需要 依赖 于 系统 的 具体 性 质 去 找寻 特定 的 适当 的 
变换 . 其 次 ,不 变 算 符 方法 是 比较 繁复 的 , 先 要 找寻 系统 的 不 变 算 符 ,然后 去 求 算 符 
的 本 征 解 ,最 后 还 要 计算 应 有 的 相 因 子 后 才能 得 到 问题 的 解 , 而 变换 方法 一 旦 找到 
了 恰当 的 变换 则 解 就 能 得 到 了 . 最 后 需要 指出 的 一 点 是 ,两 种 方法 都 有 一 个 待定 函 
数 的 求解 问题 , 特定 函数 满足 的 是 一 个 非 线性 方程 不 变 算法 要 解 的 方程 是 
(7. 2. 33) 式 ,变换 方法 要 解 的 是 (7. 3. 9) 式 . 不 论 用 哪 种 方法 都 避免 不 了 解 非 线性 
方程 的 问题 ,而 在 众多 的 非 线性 方程 中 只 有 很 少数 能 得 到 解析 形式 的 精确 解 ,所 以 
不 论 用 哪 种 方法 去 解 含 时 哈密 顿 量 问题 一 般 都 会 碰 到 这 样 的 数学 上 的 困难 . 下 面 
针对 含 时 谐振 子 系统 的 非 线性 微分 方程 给 出 一 种 半 解 析 形式 的 函数 级 数 解法 . 对 
于 其 他 的 含 时 哈密 顿 量 问题 或 许 也 有 启发 意义 . 


7.3.2 函数 级 数 方法 的 应 用 


现在 我 们 用 函数 级 数 法 来 解 方程 (7. 3. 9). 
EREE P =U У соз(ог). 为 了 使 (7. 3. 9) 式 变 得 更 加 简洁, 令 


ч) = ч) 1.3.14) 
代入 (7. 3. 9) 式 ,得 
ВОВ + OBO = с (7. 3, 15) 
假定 ВСТА В С ЖП 
ва) = Ув соз* шг) (7.3, 16) 
首先 一 定 有 
в = EN (7.3.17) 
其 次 引入 四 种 记号 
已 = У) mBBBB, 


Fi= У) m(m— BBBB, 
We (7. 3. 18) 
Fi= У) BBBB. 


„е. 


Fi= У) ВВ,ВВ. 


其 中 求 和 号 У) 表示 求 和 中 应 除去 ВІВ, С. 3.16) 式 代入 (7. 3. 15) 式 ,比较 同 
等 次 的 系数 , 即 可 得 到 В, 的 递 推 公式 
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В, = pgp p “FtoF HUFIVRE) (7.3.19) 
于 是 这 个 问题 便 得 到 了 答案 . 

最 后 提出 两 点 :第 一 ,实际 计算 时 ,自然 不 会 将 В, 算 到 无 穷 多 个 . 对 于 一 定 的 
参数 算 到 足够 高 的 阶 , 精 度 就 会 达到 我 们 的 要 求 . 第 二 ,c 的 取 值 任意 性 实质 就 是 
不 变 算 符 方法 中 存在 许多 等 价 的 不 变 算 符 ,因此 取 不 同 值 的 结果 是 等 价 的 ,不 过 
在 作 函 数 级 数 解 时 ,这 种 任意 性 可 以 用 来 帮助 我 们 选取 适当 的 “ 使 级 数 收敛 得 
更 快 . 


7.4 Berry 相 


本 节 要 讨论 的 是 在 哈密 顿 量 与 +: 有 关 的 系统 中 出 现 的 一 个 具有 物理 意义 的 相 
因子 ,这 种 相 因子 被 称 为 Berry 相 因子 . 为 了 清楚 地 盖 明 它 的 物理 根源 和 性 质 , 下 
面 在 绝热 近似 条 件 成 立 的 情形 下 来 讨论 ,因为 在 这 种 条 件 下 可 以 使 整个 的 物理 图 
像 看 得 更 清楚 . 


7.4.1 不 含 时 哈密 顿 量 系统 的 动力 学 回顾 


首先 回顾 一 下 前 面 讨论 过 的 动力 学 内 容 . 如 果 一 个 系统 的 哈密 顿 量 是 不 含 时 
的 且 我 们 能 解 出 它 的 定 态 方程 
Hop,(x) = Esp, (x) @.а.1› 
那么 它 的 传播 子 Dr 就 可 表示 为 
Оозу) = D pa re б.ч! р; (ху) (7.4.2) 
如 果 一 个 系统 的 哈密 顿 量 是 含 时 的 H(z) 而 且 我 们 也 能 解 出 它 的 瞬时 本 征 值 
及 本 征 波 函数 
HY xD = Е.С) 
那么 在 绝热 近似 条 件 成 立 的 情况 下 ,系统 的 传播 子 (7. 1. 18) 式 可 以 近似 地 表示 为 


кА. 


Dp Car stasti sti) = Dare где д (ал) (7.4.3) 
比较 (7. 4. 2) 和 (7. 4. 3) 式 可 以 看 出 ,在 绝热 近似 下 , 含 时 哈密 顿 量 系统 的 传播 
子 和 不 含 时 的 形式 几乎 是 一 样 的 了 ,唯一 不 同 之 处 是 动力 学 因子 从 o 换 成 


т 下面 将 把 在 绝热 近似 下 的 (7. 4. 3) 式 变换 为 另外 一 种 形式 ,并 从 中 引 
和 我们 要 讨论 的 Berry 相 因子 . 
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7.42 拓扑 相 因子 


一 个 含 时 的 哈密 顿 量 一 般 是 哈密 顿 量 中 某 些 物理 参量 是 随时 间 变化 的 . 例如 ， 

在 7.1. 3 中 讨论 的 自 旋 粒 子 在 磁场 中 的 运动 ,那里 场 强 的 大 小 虽然 不 变 ,但 方向 随 
+t 而 变 . 又 如 ,一 个 谐振 子 的 哈密 顿 量 如 取 如 下 的 形式 

H= 2.+-1к02 (7.4.4) 


其 中 物理 参量 &(t) 是 时 间 的 函数 . 因此 ,作为 普遍 的 表现 形式 ,可 把 含 时 的 哈密 顿 
量 记 为 H(r(z)),r 是 一 个 参量 . 当然 还 可 以 将 下 面 的 讨论 直接 推广 到 多 于 一 个 含 
时 参量 的 更 普遍 的 情形 . 这 里 为 简便 记 只 讨论 一 个 参量 的 情形 . 于 是 瞬时 本 征 方 
程 为 


ЕЕ = НО) (7.4.5) 
将 (x,) 改 写成 


ED = pe 


其 中 的 mw (x, 中 叫做 瞬时 的 本 征 波 函 数 . 
将 (7.4.6) 式 代入 (7.4.5) 式 ,得 
пао Еа аб 
消去 上 式 左右 方 相同 的 项 ,得 到 
ip (ха, + ipa (x,t) Ct) = 0 (7.4.7) 
到 此 为 止 ,对 于 在 (7. 4. 6) 式 中 引入 的 函数 a.(t) 具 有 什么 样 的 性 质 还 没有 进 
行 过 讨论 . (7. 4. 6) 式 左 方 的 办 (x,) 自 然 应 当 是 归 一 的 , 即 


а.) (7. 4, 6) 


[к ссор одат (1.4.8) 
ЗЕ p. Сх, г А h, ВП 
fe Daad (1.4.9) 
这 会 对 a,(t) 有 什么 要 求 呢 ? 根据 (7. 4. 6) 式 可 将 (7. 4. 8) 式 改写 成 
| фео, |? [а.о 2х = 1 (7.4.10) 
现在 对 (7. 4. 9) 和 (7. 4. 10) 式 两 端 作 £ 的 微 商 ,得 
[Н асо |а = 0 《7.4.11) 


以 及 
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ә 
о= [Bdge led lar 
= Гарод laD а со 1 Тасо за 
Еа n Ф Bla 
4 4 
Пао | laD 1а # Тао [pen зак 


= 4 шо (7.4.12) 
上 式 可 改写 成 
а.а: «Жа; (04,0) 一 0 (7.4.18) 
再 考虑 到 如 (7. 4. 9) 和 (7. 4. 10) 两 式 成 立 , 则 要 求 |a.(z)|* 一 1, 因 此 (7.4. 13) 式 的 
解 是 
а) = енә (7. 4.14) 
其 中 
BCD = ifd: (xD sd) (7.4.15) 
上 式 的 证 明 如 下 :将 (7. 4. 14) 式 代入 (7.4.7) 式 ,有 
iga (х,а, (t) + іф, Сх,0)а, Ct) 


фане — р.р сено 
消 掉 共 同 因子 ew” ,得 
ig (xD) фак) 一 0 
ERR Ф: (x,t) 及 对 x 积分 ,同时 利用 (7. 4. 9) 式 便 得 到 (7. 4. 15) 式 . 综合 以 上 
的 讨论 ,可 以 由 (7. 4. 3) 式 得 出 传播 子 Dr Cz sta хо „п, ) 的 表达 式 为 


Об, = Dlx ио; Опр)? (7,4, 16) 


从 (7.4 16) 的 表达 式 看 出 :OD 如 果 我 们 考虑 的 是 从 x 出 发 又 回 到 x 的 循 回路 
径 的 传播 子 , 则 在 传播 子 的 表达 式 中 归 一 正 交 的 加 (x,) 换 成 了 p(x,). ORT pr 
(0) — р) =2пт 的 特殊 情况 外 ,新 的 相 因子 eh 会 和 原来 的 动力 学 相 因 


F eo 一 样 起 着 干涉 的 效应 . 这 种 新 的 相 因子 被 称 为 Berry 相 因 子 . 因为 它 是 
从 出 发 点 开始 沿 参量 空间 的 闭合 路 径 又 回 到 出 发 点 产生 的 相 因子 , 故 可 将 其 称 为 
拓扑 相 因子 . 只 要 仔细 想 一 想 , 这 里 并 没有 产生 新 的 物理 内 容 , 因 为 这 个 拓扑 相 因 
子 的 出 现 是 由 于 在 (7. 4. 16) 式 中 将 办 换 成 了 gp。 造成 的 ,实质 上 和 (7. 4. 3) 式 是 一 
回 事 . 不 过 通过 上 述 的 讨论 ,还 是 启发 了 我 们 去 讨论 如 何 确定 p,(t) 并 因此 获得 拓 
扑 相 因子 带 来 的 新 的 物理 意义 . 


7.4.3 HAF p (1) 是 如 何 确定 的 
因为 H(r(1)) 含 时 来 自 其 中 的 参量 7 含 时 ,所 以 p (xz 也 可 写成 mm (хо) 
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的 形式 , 即 它 是 一 个 复合 函数 . 将 这 一 形式 代入 (7.4. 15) 式 ,有 
Ba(D= ар: оо) Яр, 


Јар: сно) donr (7.4.17) 


= inr) | 4 | norte) ra) 


在 上 式 中 将 态 矢 记 为 |n,r(#)) 是 因为 不 同 的 瞬时 本 征 矢 除了 用 来 标识 外 ,本 
征 态 矢 也 与 瞬间 的 参量 值 OHK. 将 (7.4. 17) 式 在 到 的 时 间 段 里 作 积分 ,得 


m= [ba 
= Јасно МЕ 


фанн, | # | mro) (7.4.18) 


上 式 的 结果 带 来 了 新 的 物理 内 容 , 因 为 从 中 可 以 看 出 当 该 物理 系统 从 H CC) ) 出 
发 ,在 参数 空间 中 经 过 了 一 个 闭合 路 径 到 达 Н сла; ) ) 时 ,如 果 rC) =), А 
哈密 顿 量 来 看 , 它 回 到 了 原来 的 瞬时 哈密 顿 量 ,其 瞬时 本 征 态 矢 似 应 也 回 到 原来 的 
态 矢 . 但 (7. 4. 18) 式 却 告诉 我 们 这 时 的 态 矢 增加 了 一 个 相 因子 w ,说 得 确切 一 点 
是 含 时 哈密 顿 量 系统 的 瞬时 本 征 态 不 但 依赖 于 哈密 顿 量 还 和 演化 过 程 有 关 . 每 当 
它 在 参数 空间 走 完 一 个 闭合 路 径 , 态 矢 就 会 增加 一 个 相 因子 p. 

这 里 也 许 会 产生 一 个 疑问 . 虽然 系统 经 一 个 闭合 路 径 回 到 原来 的 瞬时 哈密 顿 
量 时 |n,7) 态 多 出 了 一 个 相 因 子 p,, 但 一 个 态 矢 多 一 个 相 因 子 应 当 是 没有 物理 效应 
的 , 如 果 只 有 唯一 的 一 个 态 矢 , 差 一 个 相 因子 的 确 没 有 物理 效应 , 不 过 一 般 的 态 是 
由 许多 瞬时 本 征 态 矢 组 成 的 . 当 走 完 一 个 闭合 路 径 时 ,如 不 同 n 的 p。 是 不 同 的 , 则 
该 态 矢 的 变化 便 并 非 是 一 个 单一 的 相 因子 变化 . 不 同 的 p, 的 相 因子 之 间 就 会 产生 
干涉 效应 . 

也 许 还 会 提出 第 二 问题 . 当 我 们 专注 于 一 个 特定 的 |n,7) 时 , 它 在 的 出 发 时 
刻 允 许 有 一 个 相 变 换 

| nsr) ев? | nsr) (7.4. 19) 

那么 ,如 果 不 从 |n,7) 出 发 而 从 её? | nr? 出 发 ,得 到 的 p, 还 是 一 样 的 吗 ? 如 果 结 
果 不 相同 ,显然 w 还 仍然 不 是 实质 的 物理 效应 . 为 了 回答 这 一 问题 ,由 (7. 4. 19) 式 
可 得 


„= Јао спо Пежо во | nro) 


фано | # | mr + воо 14% | nra] 
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= ifarim rD | É но) фоно | B | mr) 


фанн, | È | mro) (7.4. 20) 


结果 得 到 的 w 是 一 样 的 ,因此 讨论 的 拓扑 相 因子 是 与 相 变换 无 关 的 . 最 后 要 回答 
的 问题 是 在 上 一 小 节 最 后 一 段 里 曾 谈 到 ,Berry 相 因子 是 通过 (7. 4. 6) 式 的 由 内 到 
Pr 的 变换 引入 的 , 似乎 它 只 有 一 个 形式 变换 的 意义 . 答案 是 如 果 这 样 引入 的 六 和 
无关, 那么 正如 上 面 回答 的 第 一 个 问题 那样 , 它 不 具有 真正 的 物理 意义 . 但 如 д, 
依 的 不 同 而 异 ,那么 Berry 相 因 子 就 具有 真实 的 物理 效应 . 自从 Berry 提出 这 样 
的 理论 后 ,许多 研究 工作 对 一 些 物理 系统 进行 过 讨论 并 得 到 了 肯定 的 回答 . 


第 8 章 相 + 态 


普通 量子 力学 教科 书 里 讲授 最 多 的 Hilbert 空间 的 基 , 一 般 采 用 的 都 是 粒子 
数 一 定 的 态 矢 .具有 相同 粒子 数 的 态 矢 组 成 一 个 子 空间 ,整个 态 矢 空间 由 那些 不 同 
粒子 数 的 态 矢 子 空间 组 成 . 换 句 话说 ,全 部 态 矢 空间 由 各 个 不 同 的 ”的 子 空间 组 
成 . 每 一 个 子 空 间 内 有 各 自 的 正 交 归 一 基 . 事实 上 我 们 在 第 1 章 里 讲 多 体 的 波 函 
数 ,就 是 在 这 样 的 基 上 展开 的 . 这 种 展开 称 之 为 粒子 数 表象. 

从 物理 图 像 的 角度 考虑 ,这 种 粒子 数 表象 是 容易 理解 的 但 是 如 果 从 物质 的 相 
互 作用 的 角度 来 看 ,这 种 表象 似乎 也 有 不 方便 之 处 . 例如 ,前 面 讲 到 粒子 与 光子 的 
作用 ,粒子 从 一 种 状态 经 作用 转变 到 另 一 种 状态 时 ,作用 结果 可 能 产生 一 个 光子 ， 
也 可 能 潭 灭 一 个 光子 . 因此 尽管 最 初 状态 是 一 个 确定 光子 数 的 态 , 经 过 不 断 的 相互 
作用 也 会 产生 出 各 种 光子 数 的 态 矢 分 量 来 ,一 般 来 说 ,系统 的 态 矢 中 会 包含 所 有 n 
的 子 空间 的 态 矢 分 量 . 粒子 数 表象 在 这 种 情形 下 也 许 不 是 最 方便 的 . 

那么 能 否 想象 引入 一 种 基 , 它 在 图 8. 1 中 的 每 一 个 n 的 子 空间 里 都 有 分 量 呢 ? 
或 者 说 把 图 8. 1 的 态 矢 空间 纵向 划分 为 一 些 子 空间 ,而 每 一 个 基 是 这 种 纵向 子 空 
间 中 的 一 个 特定 的 态 矢 , 使 其 更 适 于 描述 相互 作用 的 情形 . 这 种 基 就 是 所 谓 的 相干 
态 . 不 过 ,在 后 面 我 们 将 看 到 它 不 像 粒 子 数 表象 中 的 基 那 样 可 以 选 为 正 交 归 一 的 态 
R. 相干 态 可 以 归 一 ,但 并 不 正 交 . 

在 没有 仔细 讨论 相干 态 的 性 质 之 前 至 少 可 以 谈 到 一 点 , 那 就 是 从 图 8. 1 的 大 
体 定性 的 描绘 可 以 看 出 相干 态 是 含有 所 有 不 同 n 的 态 矢 分 量 . 也 即 每 一 个 相干 态 
在 粒子 数 表 象 中 展开 时 一 定 有 无 穷 多 个 态 矢 分 量 . 反之 每 一 个 粒子 数 表象 里 的 基 
矢 在 相干 态 表象 中 展开 时 也 会 有 无 穷 多 个 分 量 . 


и. 高 等 量子 力学 


最 后 还 要 提 到 相干 态 在 实际 物理 中 的 重要 性 . 例如 ,在 量子 光学 的 实验 中 容易 
制备 出 的 光子 体系 常常 处 在 相干 态 而 不 是 光子 数 一 定 的 状态 . 


8.1 玻 色 系统 的 相干 态 


玻 色 粒子 系统 的 相干 态 性 质 和 费 米粒 子 系统 相干 态 是 很 不 同 的 ,所 以 应 当 分 
别 予 以 讨论 . 在 本 节 里 将 讨论 玻 色 系统 的 相干 态 . 


8.1.1 相干 态 的 定义 


相干 态 定义 为 潭 灭 算 符 的 本 征 态 , 即 
a, | p) = фф «8.1.10 
其 中 a, 代表 单 粒 子 态 a КИ р, 表示 某 一 个 本 征 值 , 1g,) 是 相应 的 本 征 态 
人 们 也 许 会 问 是 否 也 可 以 类 似 地 定义 一 种 产生 算 符 的 本 征 态 呢 ? 答案 是 否定 的 . 
可 以 分 析 如 下 :任意 态 总 可 以 在 粒子 数 表象 中 展开 为 (为 简单 计 , 讨 论 只 有 一 种 单 
粒子 状态 |a) 的 情形 ) 


l= Ža, la) (8. 1. 2) 
п, даа те ДЗ 0,1,2, „по 是 这 个 态 的 最 低 
玻 色 子 占有 数 . 当 用 产生 算 符 作用 到 态 1p》 上 时 ,最 低 的 占有 数 态 粒子 数 по 将 变 为 


加 十 1, 从 而 不 可 能 重 现 原 有 的 态 |p), 因 此 不 可 能 有 产生 算 符 的 本 征 态 . 但 对 潭 灭 
算 符 来 讲 , 情 况 就 不 一 样 了 . 下 面 讨论 相干 态 的 存在 及 其 显 式 表达 . 


8.1.2 玻 色 系统 相干 态 的 表示 


为 了 使 讨论 具有 普遍 性 ,考虑 玻 色 系统 的 所 有 单 粒子 态 的 完全 量子 数 集 {o) 
将 任 一 个 态 矢 在 粒子 数 表象 中 展开 


lp =, 之 А 


4 


(8,1, 3) 


m a M 


MRF ЛАНД O WERDT MEENET ENARA 
符 a 作用 到 |% 上 时 都 会 得 到 某 一 个 本 征 值 乘 上 原来 的 态 19. 同时 按 这 一 要 求 就 


能 给 出 A, ,~ 的 显 式 表达 . 为 了 看 得 更 清楚 一 些 , 先 讨论 只 有 一 个 单 粒 子 态 
的 情形 ,然后 再 推广 到 多 个 单 粒子 态 的 普遍 情形 . 
这 时 普遍 的 态 写成 


l= Ул, їл), ‹8.1.4) 
In). 的 下 标 a 表示 只 讨论 单一 的 单 粒 子 态 |a) 的 情形 . 如 果 相 干 态 存在 ,应 有 
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a, |p) = p lp) (8.1.5) 
那么 问题 就 是 相对 于 本 征 值 ¢., {A.)} 应 取 什 么 样 的 值 ? 要 是 能 给 出 明显 的 
{4,) 的 值 , 则 相干 态 一 定 存在 , 且 对 应 于 р, 的 本 征 态 |% 也 就 知道 了 . 下 面 的 任 
务 就 是 求 相应 于 给 定 的 pa ЙО (А, ). Жа, 作用 于 |g) 上 ,有 


a |p= А, Га), 一 Ў МА. | n— 1). 


= „ЎА. Га). (8.1.6) 
比较 上 式 两 方 的 |n 一 1)。 的 系数 ,得 
= 
А. = ФА. 
按 上 式 的 关系 推 下 去 ,有 
= ад д, =. = А)" 
Р Ы Аг“ 
如 选 定 Ao 一 1, 即 可 得 出 所 有 的 系数 А, 的 值 为 
= (Ф 
А. ViT (8.1.7) 


推广 到 普遍 情形 是 直接 的 ,原因 是 将 任意 算 符 a 作用 到 (8. 1. 3) 式 的 1g) 上 时 ,其 
他 的 mw (j 才 让 都 不 改变 ,情形 和 上 面 的 单一 a。 时 一 样 . 因此 立即 可 以 写 出 


A 
' уы! ут! 
至 此 ,19) 作 为 所 有 潭 灭 算 符 {as ) 的 本 征 态 的 系数 A 的 显 式 表达 已 得 到 , 相 
干 态 的 存在 也 因此 得 以 证 明 . 
下 面 再 将 相干 态 的 形式 改写 一 下 . AAB |n ny …n，…) 也 可 以 表示 为 


Сай ы Cah D'a е Саў), е 0) (81.9) 


(8. 1. 8) 


| ny sny = 


将 上 式 及 (8. 1. 8) 式 代入 (8.1.3) 中 ,有 


(раа) (go 人 Cepak "s 
ач ач рО 


10 (8. 1. 10) 
上 式 是 常用 的 相干 态 表 示 形 式 . 


8.1.3 相干 态 的 性 质 
(a) 由 相干 态 的 定义 有 
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ае 10) = фе |0) (8.1.11) 
WINE 
(8. 1. 12) 
СЪ 将 产生 算 符 作用 于 相干 态 ,得 
ане | 0) = (8.1.13) 
О 
(8.1.14) 
Со) 考虑 两 个 相干 态 
19)= 
作 它们 的 内 积 
Ф1ф)= 
САСА Гу ч УЫ 
ml ул! 
б>. ТРОХУ (8. 1.15) 


п! 


тау 
上 式 表明 相干 态 空间 里 不 同 的 相干 态 并 不 正 交 , 它 不 像 粒 子 数 表象 中 不 同 粒子 数 
的 Fock 态 是 正 交 的 . 


8.1.4 封闭 关系 
相干 态 间 有 类 似 于 Fock 态 空间 的 封闭 性 关系 
[шщ Зейл |ф‹е\=1 (8.1.16) 
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为 证 明 上 述 关系 ,下 面 分 几 步 讨论 . 
O 先 考虑 积分 测度 问题 .可 将 对 уг } Ж lp) RA % ЧЁ аў ө, 的 实 
部 及 虚 部 的 积分 ,积分 变换 的 Jacobian 行列 式 为 


Әк ч 
Re p.) adImw)| _ |! 


J= 1 (8.1.17) 
Rep) Әйт) 
因此 有 
d(Re а) Ф) 
(= шы! в 
(b) 计算 如 下 的 对 易 式 
La.» | plp |]= a, фур l-l pig Га, 
=al е1 58; РТ 
= (6-58)! РІЙ (8.1.18) 


上 式 第 二 等 式 后 的 结果 利用 了 (8. 1. 11) 及 (8. 1. 14) 式 . 利用 (8. 1. 18) 式 计算 下 面 
的 对 易 式 


[< ы “ыер 11] 


(8.1.19) 
上 式 第 二 等 式 后 的 表示 式 是 分 部 积分 的 结果 . 

(с) 在 (8. 1. 19) 式 左 方 对 易 式 中 的 第 二 个 算 符 是 自 共 思 算 符 , 因此 对 
(8. 1. 19) 式 的 两 端 取 共 胃 便 得 到 如 下 的 结果 

Г. чегін Prin 11] =0 (8. 1. 20) 

(8. 1. 19) 及 (8. 1. 20) 式 的 意义 是 对 易 式 中 的 第 二 个 算 符 和 所 有 的 aad 都 对 易 . 
另 一 方面 ,我 们 知道 系统 所 有 的 算 符 均 由 基本 算 符 {a。 } ,{a: } 组 成 ,因此 该 算 符 就 
与 所 有 的 算 符 都 对 易 一 一 它 只 可 能 是 一 个 常量 算 符 . 

(dD 为 了 求 出 该 常量 算 符 的 值 ,可 以 将 它 在 任意 一 个 物理 态 中 去 求 期 待 值 . 因 
为 它 是 常数 算 符 ,期 待 值 就 是 它 的 值 . 由 于 真空 态 是 最 简单 的 态 , 所 以 我 们 就 来 求 
它 在 真空 态 中 的 期 待 值 
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“| ji der de eain, 1ф‹#10› 
-J dei dae угы о Ip)(p10) 
=Ш da dee ern 

-II аске аздт в) уланын 


= П LD =1 8.1.21) 
其 中 用 到 了 如 下 的 关系 
‹о|ф= (0 | е5 |0) 
= 010+01 5 (Уа) 1% 
я 
= (010) =1 «8.1. 22) 
至 此 我 们 便 完成 了 对 (8. 1. 16) 式 表示 的 封闭 性 的 证 明 . 
8.1.5 封闭 关系 的 应 用 
Са) 记 一 个 算 符 А 的 迹 为 Tr А. З |n) } 是 Fock 空间 里 的 一 组 完备 的 态 
矢 , 即 
Eimas 
МА 的 迹 定义 为 
TrA= })(#|А|л› (8. 1. 23) 
其 物理 意义 是 该 算 符 在 完备 态 矢 集中 的 期 待 值 之 和 . 算 符 A 的 迹 是 一 个 和 完备 态 
矢 集 无 关 的 数值 .证 明 如 下 : 
设 {|m)} 和 {1m)) 是 两 个 不 同 的 完备 态 矢 集 , 则 
TrA= У) 1А | n) = У) | Â | т) | n) 
= Ð m | nòin | Â | m) = У) cm | À | m) 
(b) 利用 封闭 性 关系 写 出 算 符 的 迹 的 相干 态 表示 
TrA= Pnl Â| = У) Ш der deseris, lool Â| n) 
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_ Sji ш Чуге | A | ndin | o 


= Ш езе ТА р (8.1.24) 
(с) 如 同 任何 态 矢 可 用 一 组 完备 的 态 矢 集 展开 一 样 ,利用 封闭 性 关系 也 可 以 
将 该 态 矢 用 相干 态 矢 集 展开 
р П Ф#«® | ур yp 


- 1 РАО [Р] (8.1. 25) 
现在 把 上 面 的 展开 式 同一 个 粒子 的 任意 态 矢 在 完备 的 位 置 态 矢 集 上 的 展开 式 
1p = [оаа = [афо | (8. 1. 26) 


作 一 比较 . 由 于 在 量子 理论 中 将 y(x) 叫 做 |y) 在 位 置 表 象 中 的 波 函 数 , 则 由 
(8. 1. 25) 式 ,(8| 愉 可 叫做 | 罗 在 相干 态 表象 中 的 波 函数 . 
Са) 算 符 对 相干 态 波 函数 的 作用 . 为 了 清楚 地 说 明 这 个 问题 的 意义 ,还 是 用 态 
矢 在 位 置 表象 中 的 波 函数 来 作 一 类 比 . 一 个 态 矢 | 多, 描述 一 个 粒子 系统 的 一 个 物 
理 状态 ,这 个 物理 状态 也 可 以 用 相应 的 波 函数 %x) 来 描述 . 此 外 ,一 个 算 符 作用 到 
一 个 态 和 撩 上 会 把 它 转化 为 一 个 新 的 态 矢 . 例如 ,用 三 和 算 符 作用 到 态 矢 |y) 上 有 
#|ф =) 
$lD =l p) 
我 们 会 问 新 的 | 加 》, Т IIR д СГ А р С) БОЕО ОСА Ж? 
其 实 这 个 关系 是 我 们 熟知 的 , 即 
AD = la | ph) = Ca | È 1 0) = т(х | = арх) 


(8. 1. 27) 


у= а А E һә 
#() = (х|ф) alh р а 2-1 (8.1.28) 


> ә 
і Әг 


EF A 
alp = % дуо 


(8. 1. 28) 式 告诉 我 们 , 算 符 三 及 Pp, 对 波 函 数 %(x) 作 用 产生 的 新 波 函数 为 
(д) = ар) 
h 


(8. 1. 29) 


БАО) = gro 
有 了 这 样 的 类 比 后 ,我 们 就 清楚 下 面 要 讨论 的 是 :如 果 一 个 物理 状态 对 应 的 态 矢 是 
| 办 且 它 在 相干 态 表象 中 的 波 函 数 是 yp" ) ,那么 一 个 算 符 作用 到 这 一 波 函 数 上 会 
得 到 什么 样 的 波 函 数 呢 ? 由 于 任意 的 算 符 总 是 由 基本 算 符 a。 及 az 所 构成 ,因此 
只 要 讨论 它们 对 相干 态 波 函数 的 作用 就 可 以 了 . 于 是 问题 就 归结 为 问 a。 |) K 
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аў | 多 对 应 的 相干 态 波 画 数 为 何 . 利用 (8. 1. 12) 及 (8.1. 14) 式 ,有 
bg I= Га, 190 = (е 58 190 


= „2.01 = эш? (8.1.30) 
p= (ра 1 Ф) = фф 1 
ЕАГИ (8.1.31) 
可 见 , 与 位 置 表象 中 г, р, 算 符 对 波 函数 的 作用 为 
zz 6-08. «8,1. 32) 
的 代 换 关 系 类 似 ,在 相干 态 表象 中 有 如 下 的 代 换 关系 
а. 585 а= «8.1. 33) 


Се) 定 态 方程. 一 个 物理 系统 的 哈密 顿 量 也 是 由 基本 算 符 集 合 {az } А (а, } 构 
成 的 , 它 的 定 态 方程 为 


Hdat} ,aD 1 内 一 下 | 内 ‹8.1.34) 
该 定 态 方程 如 果 在 相干 态 表象 中 写 出 , 则 有 
Aat), la Dyg") = Eple) (8. 1. 35) 
MEERE р дн TREI PRAET EAMEL 
H= Dr. laty У, lap | v | Ж?аајагау (8. 1. 36) 
因此 ， 它 的 定 态 方程 在 相干 态 表象 中 就 可 写成 
[3re: эе, У 981 ee 585 э Ке? 
= Ер) (8, 1.37) 


(D 一 个 例子 一 一 Polariton 模型 . Polariton 是 入 射 到 固体 中 的 光子 与 声 子 结 
合 形成 的 复合 体 . 这 里 考虑 最 简单 的 Polariton 系统 , 即 单 模 光子 和 单 模 声 子 耦 合 
的 系统 . 记 arat 是 光子 的 潭 灭 和 产生 算 符 ,0 好 是 声 子 的 潭 灭 和 产生 算 符 ,ww 是 


光子 的 能 量 (# 一 1) ,on 是 声 子 的 能 量 ,X 是 两 者 相互 作用 的 耦合 常数 . 这 一 类 合 系 
统 的 哈密 顿 量 为 


Н = at atob' Ь+Х\а* Б°*++-аЬ-+-а* b+b a) 
И оерт 
. ð С 
[ае э tari эў Ә +x(g pe +& 2 +g абе 3 ре ов) 
= Ерк ә 


(8. 1. 38) 
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根据 以 上 的 方程 形式 可 以 尝试 将 其 基态 解 写成 
рор) = (8.1. 39) 
将 (8. 1. 39) 式 代入 (8. 1. 38) 式 ,得 
Фамаф: pi p + «һу: pi Ф + anggi фі p + оу: pi p 
+ pip + 2 Bp: pi y+ Xp py +2 Xapi pi y+ рі pi p 
Зр + 4 Xapp: pi p +2 арг pi p +2 Ву pi p + Xp ф 


= 也 
(8. 1.40) 
ШЕ ЕКО грр gi pg iy Ry Ж.И 
Za +Xy +2 ау = 0 (8.1.41) 
28 + Ху +2 у = 0 (8.1.42) 
ay 十 ay 十 X 十 2 加 十 2 次 十 X(4ap 十 六 ) 一 0 (8.1.43) 
х= Е (8.1. 44) 
由 (8. 1. 41) 及 (8. 1. 42) 式 给 出 
e—a (8. 1.45) 
в=- теу (8. 1.46) 


由 (8. 1. 43) 式 给 出 
(аһ tan)E+E:+X (1+2a+28+4a8) = 0 (8, 1. 47а) 
即 


Etu) (E+) -FEl HE) – Еб +E) | 


, 
Е + б to)EtX | Са КЕФ» ЕЕ) 


=0 
Eto EH EH) (Eto) — ам» 
[Еа +) +» = 0 ‹8.1.47Ь) 


剩 下 的 就 是 解 上 面 的 下 的 四 次 方程 了 . 这 里 附带 提 一 点 ,从 (8. 1. 38) 式 可 以 看 出 
系统 的 哈密 顿 量 是 算 符 的 二 次 型 ,原则 上 可 以 通过 正则 变换 使 之 对 角 化 . 这 种 方法 
的 好 处 是 一 旦 实现 了 对 角 化 ,所 有 的 能 态 和 态 矢 都 可 得 到 ,但 困难 的 是 变换 很 复 
杂 , 特 别 是 当 模式 数 很 多 时 几乎 无 法 解决 . 用 相干 态 表象 中 的 定 态 方程 推广 到 多 模 
情形 除 更 复杂 外 ,原则 上 一 样 是 可 行 的 . 
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8.1.6 相干 态 与 Fock 态 的 比较 


Са) 相干 态 明显 地 不 是 粒子 数 一 定 的 Fock 态 , 即 它 不 是 粒子 数 算 符 元 一 az а, 
的 本 征 态 ,但 总 可 以 问 算 符 元 在 相干 态 中 的 期 待 值 为 何 ? 这 可 计算 如 下 


a= eli le _ lel ata, |е) 
ГИ? ФТФ 
ool _ |: 
gE Tial «8.1. 48) 


上 式 的 结果 直接 告诉 我 们 ,相干 态 中 参量 p ВАЗЕ НР а 模 的 平均 粒 
子 数 ,这 也 就 是 相干 态 中 参量 g 的 物理 意义 . 
O) 还 可 以 从 另 一 角度 来 看 相干 态 在 Fock B |r ,ms ,…:》 上 的 投影 (mw ， 
пз |. 取 其 模 的 平方 ,得 
Im ony oe | р = TE ЕЗ6 (8.1.49) 


上 式 的 结果 不 仅 告诉 我 们 相干 态 中 包含 Fock 5 |n, ny ,…) 的 几率 是 多 少 ,同时 
也 告诉 我 们 相干 态 包含 了 各 种 粒子 数 一 定 的 Fock 态 , 因 为 它们 的 几率 都 不 为 零 . 
Сс) 总 粒子 数 算 符 是 N= Za:a., 因 此 相干 态 的 平均 总 粒子 数 为 
ИТТ У аа, | g) 
plp plp 
= Урф (8. 1.50) 
(d) 因为 相干 态 不 是 总 粒子 数 算 符 的 本 征 态 , 它 含有 各 种 总 粒子 数 的 态 ,所 以 
我 们 可 以 计算 出 总 粒子 数 的 涨 落 
ё= ON) = ШЕГӘ — (ху 
plp 
te | (Data)( Dajan | Ф) 
= dns iaa и 
plp 
tel Dai (дә + аў}а„)а, | ф) 
Б lp 
to | Саѓајааз+ Уаѓа.) | p) 
= T гі 
Е ФТФ 
=(N}+N- (N? =Ñ 


N= 


一 CN): 


– №? 


由 上 式 可 得 
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а M_a 

Я Н Уч (8. 1. 51) 
上 式 的 物理 意义 是 :部 越 大 ,相干 态 围绕 其 平均 总 粒子 数 的 涨 落 越 小 . 换 句 话说 ， 
从 统计 的 角度 , 当 所 很 大 时 相干 态 的 性 质 将 接近 总 粒子 数 一 定 的 Fock 态 . 两 者 的 


差异 随 着 N 增 大 而 越 来 越 小 . 
8.1.7 相干 态 的 优点 


如 前 所 述 ,在 求解 一 个 问题 时 既 可 以 在 粒子 数 表象 中 讨论 ,也 可 以 在 相干 态 表 
象 中 讨论 , 视 问 题 的 不 同 选择 恰当 的 表象 肯定 会 更 加 便捷 一 些 . 下 面谈 谈 哪 些 地 方 
体现 出 相干 态 的 优点 . 

Са) 物理 上 习惯 把 所 有 的 算 符 通过 对 易 关 系 都 写成 正规 乘积 的 形式 . 一 个 算 
符 的 正规 乘积 ,A({a; } ,{a.) :定义 为 经 过 对 易 操作 后 所 有 产生 算 符 都 排 在 左 方 
而 潭 灭 算 符 都 排 在 右 方 的 形式 . 求 算 符 的 正规 乘积 在 相干 态 中 的 矩阵 元 就 特别 方 
便 , 因 为 利用 相干 态 的 性 质 

pla = Фе. а, фф) 
就 立即 能 写 出 其 矩阵 元 来 
‘pl:Adat}, aD): | p= АСФ ФРФФ? 


= АЦ рет (8. 1.52) 
例如 ,相互 作用 能 就 是 表示 为 正规 乘积 的 形式 , 它 的 矩阵 元 可 表示 为 
人 1719)= 4 2 u ТУ Горур абада, | Ф) 


ED Че!» жеее ете (8.1, 53) 


(b) PEE R. 770. 
G) 从 复数 的 性 质 得 到 的 启发 , 设 *,=* EA Н. DEEL A 
lel =z 及 а= Соат) бе 

即 是 说 可 以 把 一 对 复数 =,=* 换 为 一 对 实数 (pv9) 来 描绘 . Д p= (=. с Я 
数 的 模 ,p 是 位 相 . 考虑 到 潭 灭 算 符 a MERR at 是 互 为 共 思 的 一 对 算 符 ,那么 
是 否 也 可 以 引入 一 对 模 算 符 和 相位 算 符 来 代替 它们 呢 ? 答案 是 肯定 的 

下 面 定义 一 对 自 共 思 e 的 (对 应 于 实数 ) 模 算 符 5 及 相位 算 符 $, 它 们 和 a 及 a* 
的 关系 为 

а= бе 
并 可 导出 
= (фей) = е p= ep (8.1. 54) 
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在 上 式 的 最 后 一 个 等 式 中 用 到 了 p= 以 及 一 各 
GD 和 多 有 以 下 的 一 些 性 质 . 从 基本 对 易 式 出 发 
1 =[а,а*] = аа*—а* а = феер — â = —й=1 
于 是 有 
Ё =й+1 (8. 1. 55а) 
或 
ф= +D (8. 1. 55b) 
由 此 可 见 , 模 算 符 的 平方 和 数 算 符 差 一 个 单位 算 符 ,或 者 是 模 算 符 等 于 数 算 符 与 单 
位 算 符 之 和 开 方 . 这 个 结果 也 告诉 我 们 直接 用 模 算 符 和 相位 算 符 讨论 问题 时 会 因 
为 其 中 的 算 符 开 方 而 带 来 一 些 不 便 . 
有 了 (8. 1. 55a) 式 可 以 把 eva+ 写成 
а= +016, a= e” (+D 
再 代入 基本 对 易 式 
1= [а,а*] = аа*—а*а 
= (+ ебе ADI еў 0 D ен 
= +0) е9 = (910) etie] 
上 式 可 写成 
â— еле? = 1 
将 上 式 两 端 左 到 MER ее ННЯ] 
长 — йе = е 


аы 


把 它们 改写 成 对 易 式 的 形式 为 
{ п J (8. 1. 56) 
[я,е#] = е# 
如 果 把 e*s* 写 成 
69 = созфїпф 
则 (8. 1. 56) 式 可 改写 成 
= Ф =- isin ф TG 
Ся, віп Ф) = ісоѕ ф 
现在 看 算 符 cos ф 和 зїп $ 在 粒子 数 一 定 的 Fock 态 |n) 中 的 期 待 值 . 
(л | cos ф | т) =—ї(л | Га, зіп Ф) | n) =—ikn | [iisin ф— sin gn]|n) = 0 
(8. 1. 58) 


类 似 地 有 
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nl|sing|n) =0 (8. 1.59) 

(8. 1. 58) 以 及 (8. 1. 59) 式 告诉 我 们 ,在 |n) 的 态 矢 中 粒子 数 是 完全 确定 的 ,但 是 它 
的 相位 是 完全 不 确定 的 . 说 得 更 确切 一 点 是 其 соз ф 及 sin 的 各 种 取 值 的 几率 都 
有 , 相 消 为 零 , 即 粒子 数 确定 的 态 ,其 相位 完全 不 定 . 

GD 用 模 算 符 和 相位 算 符 讨论 可 以 得 到 一 个 重要 的 结论 . 在 讨论 电磁 场 的 量 
子 化 理论 时 , 场 算 符 可 以 展开 成 如 下 的 形式 (以 电场 为 例 ,只 取 其 中 一 个 模 ) 

Ё адн hat ew 

现在 分 别 看 电场 算 符 在 粒子 数 一 定 的 Fock 态 |n) 中 的 期 待 值 及 在 该 模式 对 

应 的 单 模 相干 态 中 的 期 待 值 . 
(n | ае#” | m= (лп | perer | n) = (л | (i+Di(cos $+isin ф) | л)е*” 
= (n+ DË n | (сов ф+-івіп ф) | n)e* = 0 
同样 地 ,有 
паев" |n) =0 
HE (л|а|п›=(п|а* |n) =0 的 结果 在 前 面谈 到 а а? 的 意义 时 已 得 到 过 . 这 里 再 
一 次 用 模 及 相位 算 符 来 讨论 使 我 们 更 进一步 认识 到 这 是 相位 完全 不 确定 的 结果 . 
下 面 看 电场 算 符 在 相应 模式 的 单 模 相干 态 中 的 期 待 值 . 
(ф|ае*" | p) = фе” (р | p) = рей" 天 0 
tp lat e | p) =фр'е*#' 0 

得 到 了 不 为 零 的 结果 可 以 引出 一 个 重要 的 结论 , 即 电磁 场 不 为 零 的 状态 是 相干 态 
而 不 是 粒子 数 一 定 的 态 . 这 点 充分 说 明了 在 讨论 物质 与 场 作 用 时 相干 态 的 重要 性 . 


8.2 费 米 系统 的 相干 态 


8.2.1 Grassmann 代数 


为 讨论 费 米 系统 的 相干 态 作 准备 ,需要 先 简明 地 讨论 一 下 Grassmann 代数 . 
如 对 费 米 系统 也 引入 相干 态 , 即 
а 19 = фф) 
那么 就 会 有 如 下 的 结果 
алар | Ф) = фар Ф) 
аа. | p) = pp. Ф) 
将 上 面 两 式 相 加 ,有 
(gpa + фәр.) | p) = (ааз аа.) | p) = [arah l 9) 一 0 
这 是 因为 费 米 算 符 有 基本 的 反对 易 式 [a.,as]; 一 0. 在 上 式 中 由 于 右 方 为 0 要 
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求 左 方 也 为 0, 所 以 应 有 
фр, + фур. = 0 
上 式 的 结果 告诉 我 们 ,与 玻 色 系统 很 不 相同 , 费 米 系统 相干 态 的 本 征 值 不 是 普通 的 
数 ,而 是 一 种 满足 反对 易 关系 的 G 数 . 因此 要 对 С 数 的 性 质 作 一 些 讨论 后 才能 讨 
论 费 米 相干 态 . 
Са) 假定 共有 个 G 数 的 生成 元 {部} ,a 二 1,2,…,n, 它 们 之 间 应 是 相互 反对 
易 的 
+6. =0 (8. 2.1) 
在 a=B 的 特殊 情形 下 上 式 成 为 
é=0 (8.2.2) 
即 任何 生成 元 的 自 乘 为 零 . 
(b) 为 了 以 后 讨论 方便 ,将 生成 元 写成 
а 
并 假定 已 将 下 标 排序 а Саз < Са, ,那么 由 这 些 生成 元 能 生成 多 少 个 独立 的 基 ? 
为 回答 这 一 问题 我 们 可 以 根据 以 下 的 两 个 原则 来 考虑 . 
O 任意 一 个 基 只 要 含 某 一 个 生成 元 的 平方 或 以 上 的 每 一 定 为 零 . 
GD 基 也 包含 普通 的 数 . 普通 的 数 只 有 一 个 生成 元 , 那 就 是 1. 
因此 形成 的 基 可 排列 如 下 ; 
1 
名 
С 
вы 


名 


名 名 
由 上 面 排列 的 基 的 表示 可 知 , 基 的 总 数 为 2 ,这 是 因为 所 有 的 基 均 可 写成 
CE )m CE D СЕ ) 的 形式 ,m =0,1 两 个 值 ,所 以 共有 2" 个 不 同 的 基 . 集合 中 
的 任 一 元 素 都 是 这 2° 个 基 的 线性 组 合 . 
(с) Grassmann ЖЖЖ F ТИЗЕ Е Ж. 如 ”一 2j, 可 任 选 其 中 p 个 定 为 
LEHR p PES (E ) 形 成 一 对 一 的 关系 . CHENARE ) „Вр 
7 = 
因此 自然 也 有 
E 三 名 
推论 1:& 乘 普通 数 》 后 为 1.. CHELA 
о) NE 
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因此 有 
CORD") = 
推论 2: 由 于 С 数 有 和 算 符 及 矩阵 类 似 的 次 序 不 能 随意 变动 的 性 质 ,所 以 类 似 
于 乘积 的 共 思 的 定义 ,定义 生成 元 乘积 的 共 思 e 为 
Gorol) = Ee nE 
(D 为 了 简便 起 见 , 以 下 只 讨论 一 对 生成 元 (&,#* ) 的 情形 ,讨论 的 结果 可 直接 
推广 于 多 对 (& ,名 ) 的 模型 . 一 对 生成 元 将 生成 四 个 基 :1,8,&" E" E 因此 它们 的 所 
有 的 函数 形式 均 可 写 为 以 下 两 种 形式 
/Ф = +né 
АС ,Ә = a Haig Hag" Hang E 
上 两 式 中 除 生成 元 EE 外 ,其 余 的 都 是 普通 的 数 . 
(е) 如 何 引入 G 数 的 “微分 "运算 . 首先 要 强调 的 是 ,由 于 С 数 和 普通 数 不 同 ， 
所 以 这 里 引入 的 “微分 "没有 普通 数 的 差分 极限 的 意义 , 即 不 是 
df _ lim Ав) — fQ) 
dr уе Ar 


G 数 的 微分 运算 是 按 以 下 的 考虑 来 定义 的 . 

O 微分 的 形式 写法 相同 

《iD 昌 没 有 普通 微分 的 差分 极限 的 意义 ,但 其 运算 规则 相同 . 确切 一 点 说 ,就 
是 按照 普通 数 的 微分 运算 规则 


82-1 


ĝo =0 


来 定义 它 的 微分 运算 ,其 中 a 是 普通 数 . 
相应 地 ,乘积 的 微分 法 为 


geo = ёсе) =-г 8.2.4) 
注意 ,由 于 G 数 的 次 序 不 能 随意 变动 ,所 以 微分 运算 规定 被 微分 的 变量 一 定 要 紧 


靠 微分 运算 时 才能 执行 . 
例如 ,函数 的 微分 运算 


ёле 2 = ёк +а&+@{ Hang" E) 


(8, 2. 3) 


=0+а +0—an QE) 
=a ang" (8.2.5) 
PAE D =0+0+аг+а: э 0 = атаб (8.2.0 
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(8. 2. 7) 


[2:2-],-‹ (8,2,8) 


D 和 微分 运算 一 样 ,对 G 函数 定义 积分 也 没有 像 普通 数 积分 的 那 种 对 无 限 
小 区 间 上 求 和 的 意义 ,也 是 基于 和 普通 数 的 积分 法 则 相同 的 原则 来 定义 积分 法 则 . 
这 两 个 法 则 是 : 

O 当 被 积 函数 是 全 微分 时 ,积分 可 积 . 

GD 这 里 考虑 的 积分 对 应 于 普通 定 积分 和 具有 自然 的 边界 条 件 (无 穷 远 处 为 
零 的 情形 ). 以 一 维 的 普通 数 的 定 积分 为 例 ,有 


[а= 07. =o 
А 
GD 先 看 普通 数 的 С 代数 积分 
由 前 面 的 G 代数 微分 知名 (8) =1. 对 两 端 作 G 代数 积分 ,得 
[в ёе = [еа 
пы :< 
4 .1=0 (8. 2, 9) 


上 式 中 的 普通 数 1 换 为 任何 普通 的 数 结果 不 变 . 
Gv) 当 G 代 数 & 是 被 积分 函数 时 ,这 时 被 积分 函数 不 再 是 全 微分 , 按 以 上 的 
法 则 , 它 的 С 代数 积分 不 为 零 并 规定 积分 为 1, 即 


f=: (8. 2:10) 
相应 的 还 有 
Ја -1=0 8.2.11) 
及 
[бе =1 (8.2.12) 


注意 ,上 面 G 代数 积分 中 的 |ds 和 上 ds” 里 的 de, de" 并 不 是 С 函数 . 它们 和 符号 | 
在 一 起 构成 G 代 数 的 一 个 运算 记号 . 
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Се) ЕЛА. 
1. 


Jasr®= [аллә 
= pfd- 1+ fifa- e=0+fi1= л 


例 2， 
[ва (€° ,= [ека +а#&+а@#{' 十 at 
= te" [а-а аюе 
一 al 一 az 人 
类 似 有 
Јале ,0 =a taue 
йз. 


fae dace ,©= [de decas +а@+ + 8) 


= fde" аз =—an 


=- [аде Ace ,© 
Cvi) 定义 G 代 数 的 8 函数 
г.г ) 三 de 
= fafi- me—#)] 
一 一 全 一 如) 


现在 证 明 这 样 定义 的 G 代数 中 的 :函数 具有 对 应 于 普通 3 函数 的 相同 性 质 . 
现在 来 看 G 代数 中 的 任意 函数 (9 二 fo 十 fi(8) 和 GG 代数 中 的 6 函数 乘积 的 积分 


Геол |де@—#с› + 


=- pafa 1t pfa -g+ еслә 
= ftf SO 
这 正 是 和 普通 2 函数 一 样 的 性 质 . 
ою 定义 函数 SOS fot AG HIR 
LO=fi tfe 
则 两 个 G 代数 函数 
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SO 一 万 十 万 和 EC = + 
的 内 积 为 


Сю [а det if вә 
= Jde de —e OU: + /Og + gE) 
= de aE Os gt fi get fi ge + fi mK") 
= fae ау: go Hfi get Е + /Т ка" — fo во ёЁ+0+0+0) 
=040+0+|fi gde E +f | 


=figtfig (8, 2. 13) 
上 式 中 的 第 四 等 式 后 应 用 了 =E= 的 性 质 . 


8.2.2 费 米 相干 态 


(а) 对 于 费 米 系统 ,在 前 面 已 谈 过 ,如 果 要 引入 相干 态 |p) EER a =E lp) 
名 必须 是 G ЖК. 另 一 方面 ,在 Fock 空间 中 任意 一 态 矢 总 可 以 用 粒子 数 表象 来 展开 


\ф = D Anny | nm) 


HH a。 作用 到 |y) 上 时 ,就 是 a。 对 各 个 态 矢 |m ,mn ,…) 作 用 ,总 不 会 出 现 G 
数 ,可 见 定义 的 费 米 相干 态 |p) 和 任意 的 物理 空间 的 态 矢 |y) 都 不 会 相同 . 说 得 更 
明确 一 点 , 那 就 是 费 米 相干 态 不 属于 物理 的 态 矢 空间 . 那么 ,自然 要 问 讨论 费 米 相 
干 态 还 有 什么 意义 呢 ? 解释 如 下 : 

O 包括 相干 态 在 内 的 费 米 系统 的 态 矢 空间 已 经 不 局 限于 原 有 的 物理 态 矢 空 
M. 它 是 扩大 了 的 态 矢 空间 ,物理 的 态 矢 空间 只 是 它 的 一 个 子 空间 . 

《iD 在 运算 的 过 程 中 有 可 能 更 方便 的 做 法 是 在 这 个 扩大 的 态 矢 空间 及 扩大 的 
数 域 中 进行 . 

《ii 计算 的 最 后 ,必须 用 到 这 个 扩大 态 矢 空间 中 的 物理 态 矢 子 空间 的 部 分 并 
和 物理 的 测量 联系 起 来 . 

这 种 情况 和 电工 电子 学 中 将 实数 物理 量 扩展 为 复数 量 进行 运算 ,最 后 只 取 物 
理 量 的 实数 部 分 的 运算 处 理 类 似 . 

(D) 由 于 G 数 也 是 一 种 反对 易 量 ,所 以 为 了 理论 上 的 自治 性 还 应 加 上 G 数 和 
费 米 算 符 之 间 的 反对 易 关 系 


a= 0 (8. 2.14) 
其 中 记 
ë~ [eE] а [ata] 
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(с) 费 米 相干 态 的 表达 式 为 
18=e2 |0 = Пек о 


= Ца-ёар 10 (8. 2, 15) 
上 面 的 费 米 相干 态 表 达 式 从 第 一 等 式 来 看 和 玻 色相 干 态 的 形式 一 样 ,但 却 有 
实质 的 差别 ,因为 & 是 G 数 而 不 是 玻 色 相干 态 中 的 普通 数 p.. 下 面 证 明 它 的 确 满 
足 要 求 的 正确 表达 式 . 
G) 先 计算 
a(l—&at) | 0)= a, |0)+éaat |0) 
= gaa} |0) =&(1—а{а,) |0) = & 10 
= 6 10) — gat 10) = &(1—ё&д})|0› 
在 上 式 中 ,利用 了 a. 二 一 &a。 6—0. 在 有 了 这 个 结果 后 继续 计算 下 一 步 . 
Фа 12 =a а-а 10 = аа баја 10) 
Д эл 
= Ша - баа, —éat) 10 
De 
= а-&)1%(0—&д}) 10) 
ә. 
=&[I[Q 一 Sa 加 ]G 一 sa:) 10) 
7 


= Па- 5а 10 = 10 
П 


这 样 就 证 明了 (8. 2. 15) 式 的 费 米 相干 态 的 正确 性 . 
(d) 由 


еа У (8. 2.16) 
al =le 


дош, 
{= 001 е = (01 е5 
«1а = (1 
(O 费 米 相干 态 与 玻 色 相干 态 有 如 下 形式 上 相同 的 性 质 
а |= EaD ga) 10 
эл 


(8. 2,17) 


= а-ар |0) 
э 


= [EA a-ga) [о 
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ә 
аа Я 8. 2. 18: 
Е 18 G › 


注意 和 对 应 的 玻 色 相干 态 的 情形 相 比 ,这 里 多 了 一 个 负 号 . 为 了 完整 性 , 重 写 一 次 
上 面 (这 的 导出 结果 
al =LI (8. 2.19) 


@1„=‹![[а—& а0]а—&а„да, 
一 《01 Павао] 
Г 
=—(0| [a-ga] a ee) 
=- ol [Hoag ee) 


ә 
=i (8. 2, 20) 

类 似 地 ,有 
«іа = е1 8.2.21) 

(D 按照 已 有 的 С 数 运算 法 则 可 以 导出 两 任意 费 米 相干 态 的 内 积 表示 式 
(€18)= (0 | еее о) 
= 0| [Aa +Ea DA ga) | 0) 
cj 


=о![‹а+&а,—& а}+&&@ ад} 10) 
ч 


= 01 [CHE Eas — atap] | 0) 
s 
= (0 | Пее, +1] 10 
- 
= 010Па+ег = I = ех (82.22) 
从 得 到 的 结果 来 看 ， 费 米 相干 态 的 内 积 的 表达 式 在 形式 上 和 玻 色 相干 态 的 内 
积 表达 式 完全 一 样 . 
(g) 在 玻 色 系统 相干 态 的 讨论 中 上 曾 讨论 过 封闭 性 关系 . 表达 封闭 性 关系 的 
是 一 个 由 相干 态 完全 集合 组 成 的 一 个 相当 于 单位 算 符 的 算 符 ,把 它 插入 任意 两 个 
态 的 矩阵 元 中 后 , 则 后 者 化 为 计算 态 与 相干 态 的 矩阵 元 的 乘积 . 这 里 要 着 重 指出 费 
米 相干 态 的 封闭 性 关系 和 玻 色 相干 态 之 间 重 要 的 不 同 之 处 . 这 里 的 封闭 性 关系 
[I ехе |Ә‹г1=1 ‹8.2. 23) 
只 对 物理 态 而 言 . 由 于 在 这 里 已 经 把 原来 的 物理 的 态 矢 空间 扩充 为 既 包 含 物理 的 
态 矢 空间 也 包含 非 物 理 的 费 米 相 干 态 空间 ,因此 我 们 要 强调 (8. 2. 23) 式 的 封闭 性 
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关系 只 针对 两 个 物理 态 矢 的 矩阵 元 来 说 它 才 是 相当 于 一 个 单位 算 符 . 只 要 两 个 态 
中 有 一 个 态 矢 是 非 物理 的 相干 态 , 则 (8. 2. 23) 式 不 成 立 . 下 面 的 证 明 也 是 只 对 两 个 
物理 态 来 进行 的 . 附带 再 说 明 一 点 , 正 是 因为 有 (8. 2. 23) 式 的 封闭 性 关系 的 这 一 特 
殊 性 质 , 才 使 得 原本 只 是 物理 态 矢 空 间 的 问题 能 在 中 间 过 程 中 把 它 带 入 包括 费 米 
态 矢 的 更 大 空间 去 作 运算 ,然后 借助 它 再 回归 物理 空间 . 

以 下 证 明 (8. 2. 23) 式 . 

O 把 (8. 2. 23) 式 左 方 的 算 符 简 记 为 A, 则 要 证 明 的 是 对 于 任意 两 个 物理 态 矢 
lar stt ran) Be lPi st Ba) EAT 

laissan | Â | Bies 


这 里 附带 讲 一 下 ,由 于 是 费 米 系统 ,a ， в, 应 各 不 相同 ， ip 也 应 各 不 
相同 . 
GD 作为 准备 , 先 证 明 以 下 的 关系 


база, |= 
一 (8. 2. 24) 
其 中 用 到 
(01 = (0 | eB |0) = (0|(1— Déat)|0)=1 (8,2, 25) 
ж. 2, җы A ` 
Тана) = (8. 2. 26) 
在 (8. 2.24) 一 (8. 2. гизин Гела 2. 23) 式 . 
эй) 
ш | EE | В." 
-file &[а—єгв, 6,6 
= Tf аа еее E ei (8, 2,27) 


从 (8. 2. 27) 式 看 出 , 它 是 取 各 个 单 粒子 态 时 的 积分 之 积 . 因此 ,我 们 看 一 下 
a 二 7 时 的 特定 单 粒子 态 的 积分 . 这 时 可 分 为 以 下 四 种 情形 : 

(1) 选 定 的 y 态 ,wm ,…,av 及 让 ,…,B 中 都 没有 ,于 是 对 (8. 2. 57) 式 中 与 及 
E 的 积分 写 为 


fis dga -gs fas; 4; 
= [асаа = fae =1 8.2.28 
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(2) а "за, 中 含有 7* ,及 PRE y. РАХ E 及 如 的 积分 为 


Јеаа-еее = fas dse, = fa; =0 229) 
O ауа, HERVA сод, HEH V FEN 6 Же; 的 积分 为 
[&&а-вгв = fa ase; -—[в-0 230) 


аа, PER AA BAH УАН 
[че a бее = fae deeg; = fage; =1 (їз 
当 我 们 进行 完 所 有 的 6 Be BB, у алза, Mpi 
В. 两 者 中 一 个 包含 而 另 一 个 不 包含 的 ,那么 对 该 y 的 积分 就 为 零 .总 的 积分 因 其 
一 个 因子 为 夫 而 为 零 . 总 的 积分 要 不 为 堆 , 只 有 asra, А Ва 中 要 么 都 包 
含 某 一 ,要么 都 不 包含 某 一 7 ЖЕЖ, телна. д 只 不 过 是 
азотта, 的 菜 种 置换 时 总 积分 才 不 为 零 ,而 且 这 时 对 每 一 个 7 的 积分 都 是 1, 总 的 
积分 自然 也 是 1. ЖИ В о 是 si,…vav 的 不 同 置换 时 多 出 一 个 (一 1),p 指 的 
是 该 置换 .于 是 ,最 后 有 


(аза, | A | Birsan) = С 1098, (8. 2. 32) 
另 一 方面 ,直接 计算 两 个 物理 量 态 矢 的 矩阵 元 
(аза, В.В) = (0 | an "амай чаў | 0) = С 1099, 
(8, 2. 33) 
比较 (8, 2. 32) 及 (8. 2, 33) 式 , 右 方 相等 , 故 左 方 也 相等 ,于 是 (8. 2. 23) 式 得 以 证 明 . 
如 上 所 述 , 有 了 (8. 2. 29) 式 的 封闭 关系 ,我 们 就 能 进入 包括 费 米 态 矢 的 相干 态 
子 空间 去 做 中 间 的 运算 并 借助 它 回归 物理 的 结果 . 这 样 , 费 米 相干 态 的 作用 就 清楚 
了 . 本 书 不 再 继续 讨论 它 的 应 用 案例 
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